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Santrauka. Pirmojo, antrojo ir treciojo laipsnio intuityvieji neryskieji skaiciai isreiskia pri-
klausomumo ir nepriklausomumo tam tikrai neryskiai aibei laipsnj. Tokiy skaiciy svertinio
apibendrinto vidurkinimo operatorius naudojamas sprendziant daugiakriterinius sprendimy
priéemimo uzdavinius. Monte Carlo metodu buvo atliktas tyrimas, kurio tikslas — nustaty-
ti, esant kokio tipo intuityviems neryskiems skaiciams ir su kokiais apibendrinto vidurkio
rodikliais alternatyvy rangavimo klaidos tikimybés yra maziausios.

Raktiniai Zodziai: intuityvusis neryskusis skaicius, svertinis apibendrinto vidurkinimo operatorius,

daugiakriterinis sprendimy priémimas, Monte Carlo metodas.

Ivadas

Neryskiyju skaiciy savoka buvo pasiulyta Zadeh [4] ir apibendrinta Atanassov [1], ku-
ris nagrinéjo intuityviuosius neryskiuosius skaicius. Pastaraisiais metais intuityvieji
neryskieji skaiciai placiai taikomi ziniy valdymo sistemose, projekty valdyme, verti-
nant investicijy apimtj ir kryptj ir pan. Viena is neryskiyjy skaiciy taikymo sriciy yra
daugiakriteriniy vertinimy uzdaviniai, kai is keleto alternatyvy reikia isrinkti geriausia
esant baigtiniam skaic¢iui kriterijy. Daznai sprendziant tokio tipo uzdavinius sunku
aprasyti informacija jprastais skaiciais. Tokiais atvejais tinkamesnis buna neryskiuju
(angl. fuzzy) skaic¢iy naudojimas. Atanassov ir Gargov [2] apibendrino intuityviy-
ju neryskiyju skaiciy savoka ir pasiulé antrojo laipsnio intuityviuosius neryskiuosius
skaic¢ius (angl. interval valued intuitionistic fuzzy numbers). Zhang ir Liu [3] naudojo
treciojo laipsnio intuityviuosius neryskiuosius skaicius (angl. triangular intuitionistic
fuzzy numbers) sprendziant daugiakriteriniy vertinimy uzdavinius. Sio tyrimo tiks-
las — palyginti jvairius neryskios informacijos apibendrinimo metodus daugiakriterinio
vertinimo uzdaviniuose.

1 Savokos ir apibrézimai

Neryskiosios aibés savoka buvo pasitlyta Zadeh 1965 m. [4]. Neryskiosios aibés api-
bréziamos priklausomumo tai aibei funkcija. Zemiau pateiktas Atanassov [1] intuity-
viosios neryskiosios aibés apibrézimas.
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1 apibrézimas. Tarkime, kad X yra netuscia aibé. Aibés X intuityvivoju neryskivo-
Jju poaibiu vadinsime aibe A = {{(x, ua(z),va(z)) | z € X}, ia pa(z) : X — [0;1],
va(x) : X — [0;1] ir 0 < pa(z) +va(z) < 1 (Vo € X). Funkcija pa(x) vadinama
elemento © € X priklausomumo neryskiai aibei A laipsniu, o funkcija v4(xz) — Sio
elemento nepriklausomumo laipsniu. Funkcija ma(z) = 1 — pa(z) — va(z) vadinama
neapibréztumo laipsniu, susijusiu su elemento x priklausomumu aibei A.

Atskiru atveju, kai ma(z) = 1 — pa(x) — va(z) = 0, intuityvioji neryskioji aibe
yra tiesiog klasikiné neryskioji aibé (angl. fuzzy set).

2 apibrézimas. Intuityvioji neryskioji aibée A = {(z,pa(x),va(x)) | * € R}, kuri
yra realiyjy skaiciy aibés R poaibis, vadinama intuityviuoju neryskiuoju skaiciumi,
jei:

(i) A yra normalioji, t.y. 3xo € A: pa(xo) =1 (va(xo) = 0);

(ii) priklausomumo funkcija pa(x) yra neryskiai iskila, t.y. pa(Azq + (1 — N)ag) >
min(pa(xy), pa(ze)) Vo1, 22 € R, A € [0; 1];

(iii) nepriklausomumo funkcija v4(x) yra neryskiai jgaubta, t.y. va(Azy + (1 —
ANz2) < max(va(xy),va(xe)) Vi, 29 € R, X € [0;1].

Operacijos su neryskiaisiais skaifiais buvo apibréztos Atanassov ir Gargov [2].
Tarkime, kad A; = (a1,b1), As = (az2,b2), a,b € R, 0 < a+ b < 1 yra du intuityvieji
neryskieji skaic¢iai. Tuomet

Ay + Az = (a1 + ag — arag, biby), A1A2 = (ar1az2,b1 + by — b1b2),
Mip=(1-(1—a)’ b)), A>0, A} =(af,1—(1-b)"), A>0.

Antrojo laipsnio intuityvusis neryskusis skai¢ius apibréziamas kaip skaiciy ketver-
tas ([aX, aV], [bE,0Y]), 0 < aV + Y < 1. Jis parodo elemento = priklausomumo aibei
A laipsnj kaip intervala [a”,aY] C [0;1], ir nepriklausomumo laipsnj — kaip interva-
la [b%,6Y] C [0;1]. Treciojo laipsnio intuityviusis neryskusis skaic¢ius apibréziamas
kaip skaic¢iy Sesetas ([a”, a™,a"], [b%, 6™ b)), 0 < aV +bY < 1, éia [aF,a¥] C [0;1],
[bE, bY] C [0;1]. Cia a®, b yra maziausios, a™, b™ — vidutinés, a¥, bV yra didZiausios
atitinkamai priklausomumo ir nepriklausomumo intuityviai neryskiai aibei laipsniai.

Aritmetinés operacijos su treciojo laipsnio intuityviaisiais neryskiaisiais skaiciais
A; = ([aF, aM, aV], [bF,bM bY]), i = 1,2 apibréziamos taip:

R ) RS
Ay + Ao = ([al + af — afal,a) +ad! —a'ad! ol +af —aVaY],
[bTby, 61703”0705 ]),
A4z = ([arag, a1 a3' af af ],
(bl + b5 — bbb + 63" — b1 b3 b + b5 —bYbY]),
M= (1= (1=aD)] 1= (1 =al)] 1= (1-a}),
[6E) () (1)), A=,
A = ([(af)™ (@), (o),
- (1-btF) 1= (=6 1— (1-09)%), A>o.
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Aritmetinés operacijos su antrojo laipsnio intuityviaisiais neryskiaisiais skaiciais
apibréziamos analogiskai. Apibrésime intuityviyjy neryskiyjuy skaiciy svertinio api-
bendrinto vidurkinimo operatoriy.

3 apibrézimas. Tarkime, kad A;(i = 1,2,...,n) yra intuityviujy neryskiyju skaiciy
seka, p > 0, p € Rir fb: 2" — (2, {2 yra visy intuityviyjy neryskiyjy skaiciy aibé.
Funkcija

n 1/p
fB(A1, Ag, . Ay) = <ZwiAf> : (1)
1=1

dla w = (w1, wa,...,wn)T, w; € 0;1], Y w; = 1, vadinama intuityviyjy neryskiyjy
skaiciy svertinio apibendrinto vidurkinimo operatoriumi su eksponente p. Svertinio
apibendrinto vidurkinimo operatoriaus rezultatas yra intuityvusis neryskusis skaicius.

1 pastaba. Kai p = 1 operatorius( 1) sutampa su svertiniu aritmetiniu vidurkiu.
(1) operatoriaus riba, kai p — 0 sutampa su svertiniu geometriniu vidurkiu.

2 Intuityviyjuy neryskiyjuy skaiciy palyginimas

Neryskiyju skaiéiy palyginimas yra viena pagrindiniy problemy neryskiyju skaiéiy teo-
rijoje. Pirmiausia intuityvieji neryskieji skaiciai defuzifikuojami, po to gautos reiks-
més palyginamos. Vienas dazniausiai naudojamy defuzifikavimo metody — didumo
funkcijos (angl. score function) skai¢iavimas.

4 apibrézimas. Intuityviojo neryskiojo skaiciaus A = (a,b) didumo funkcija Sa va-
dinama funkcija
Sa=a—b, Sael-1;1]. (2)

Kuo didesné S4 reikSmeé, tuo didesnis intuityvusis neryskusis skaic¢ius A. Ma-
Ziausias intuityvusis neryskusis skai¢ius yra Amin = (0;1), Smin = —1, didZiausias —
Amax - (1,0)a Smax =1

5 apibréZimas. Antrojo laipsnio intuityviojo neryskiojo skaiciaus A = ([a’,a"],
[bE,bY]) didumo funkcija Sa vadinama funkcija
Sa=(a®—b"+a" —bY)/2, Sae[-1;1] (3)

6 apibrézimas. Treciojo laipsnio intuityviojo neryskiojo skai¢iaus A = ([a*, a™, a"],
[bE, bM BY]) didumo funkcija Sa vadinama funkcija

Sa=(a® =" +a™ —0M +a" —0Y)/3, S4e[-1;1]. (4)

3 Daugiakriterinis sprendimy priémimas taikant agreguotas
neryskiyjuy skaiciy funkcijas

Tarkime, kad turime baigtine alternatyvy aibe S = (s1, 2, ..., i, ). Daugiakriterinio
vertinimo uzdaviniuose paprastai sias alternatyvas reikia ranguoti pagal ju atitikima
tam tikriems kriterijams R = (r1,7r2,...,7,). Tegu w = {wy,wa,...,w,} yra kriteriju

svoriai w; € [0;1], Y1 w; = 1.
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Tarkime, kad informacija, apibudinanti projekta s; aprasyta intuityviaisiais ne-
ryskiaisais skaiciais {(r;, wi(r;),vi(rj)),r; € A}, j=1,2,...,n

Cia wi(r;) parodo projekto s; atitikimo kriterijui r; laipsni, o v;(r;) parodo projek-
to s; neatitikimo kriterijui r; laipsnj. Tegu p;(r;) = [aiLj, af\f, aZUj], vi(r;) = [bw,bf]v[, b%],
t.y. visi Sie skaiciai yra treciojo laipsnio intuityvieji neryskieji skaiciai, o sprendimy
matrica yra:

D= (Iij)’ana (Iw) = ([az‘LjaazI_]VIa U} [bL bM bU})

i3 Yig 0 Vig
1=1,2,...0m, j=1,2,...,n

Daugiakriterinis vertinimas vyksta pagal tokia schema.

Jei vertinima atliko keli ekspertai, t.y. turime atitinkamas eksperty sprendimuy
priémimo matricas, kuriy elementai yra intuityvieji neryskieji skaiciai, pirmiausia
formuojame apibendrinta sprendimy priémimo matrica, kurios elementai yra pirmo,
antro arba trecio laipsnio intuityvieji neryskieji skaiciai.

Kiekvienai gautos sprendimy matricos eilutei skaiciuojame svertinio apibendrinto

vidurkinimo operatoriaus reikSme Iip = fulli1, Lia, ..., Lin) pagal formule (1). Tokiu
budu apjungiame visa informacija, susijusia su projektu ¢ (i = 1,2,...,m). Kiek-
vienam projektui skai¢iuojame didumo funkcijos reiksme S(IF), i = 1,2,...,m ir

palyginame projektus tarpusavyje.

4 Stabilumo tyrimas

Tarkime, kad 5 ekspertai vertina 5 alternatyvius projektus pagal ju atitikima penkiems
kriterijams, kuriy svoriy vektorius yra w = (0,2;0,2;0,2;0,2;0,2)7. Tarkime, kad
pradinés sprendimy priémimo matricos, kurios elementai atspindi objektyvu projekty
ivertinima, eiluciy, atitinkanciy penkis projektus, elementai yra:

s1 = (0,65;0,65;0,65;0,65;0,65), s = (0,55;0,55; 0,55; 0,55; 0,55),
s3 = (0,45;0,45;0,45;0,45;0,45),  s4 = (0,35;0,35; 0,35; 0,35; 0,35),
s5 = (0,25;0,25;0,25;0,25; 0,25).

Akivaizdu, kad projekty isdéstymo pagal ju atitikima duotiems kriterijams tvarka
yra tokia: s; > so > Ss3 = s4 > s5. Penkiy eksperty sprendimy matricy elementai
buvo generuojami Monte Carlo metodu kaip intuityvieji neryskieji skaiciai. Atiti-
kimo kriterijams laipsniy a;; generavimas buvo atliktas pagal normalyjj ir tolyguji
skirstinius esant skirtingoms dispersiju reikSméms, o vidurkiai — atitinkami sprendi-
my priémimo matricos elementai. Nepriklausomai buvo generuojami neapibréztumo
laipsniai su vidurkiais 0,1 ir standartiniais nuokrypiais 0,05. Po to neatitikimo krite-
rijams laipsniai apskaic¢iuojami pagal formule b;; = 1 — a;; — m;;. Sugeneruota vieno
eksperto sprendimy matrica pateikta 1 lenteléje. IS 5 eksperty sprendimy priémimo
matricy pagal metodika, aprasyta 3 skyrelyje, formuojama apibendrinta sprendimuy
priémimo matrica, kurios elementai yra pirmo, antro arba trecio laipsnio intuityvieji
neryskieji skaiciai. Po to pagal formule (1) kiekvienai eilutei apskaic¢iuojamos sverti-
nio apibendrinto vidurkinimo operatoriaus reiksmeés, esant p = 0; 0,01; 0,25; 0,5; 1.
Pagal formules (2)—(4) apskai¢iuojamos atitinkamuy intuityviuju neryskiuju skaicéiy
didumo funkcijos reikSmés ir projektai ranguojami. 500 Monte Carlo eksperimenty
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1 lentelé. Eksperto sprendimy priémimo matricos realizacija generuojant
pagal normalyjj skirstinj o = 0, 1.

T1 T2 T3 T4 T5
s1 (0,736; 0,169)  (0,78; 0,176)  (0,533; 0,337)  (0,554; 0,357)  (0,824; 0)
so (0,717; 0,265)  (0,578; 0,366)  (0,324; 0,544)  (0,532; 0,368)  (0,521; 0,342)
ss (0,516; 0,413)  (0,425; 0,427)  (0,401; 0,554)  (0,49; 0,389)  (0,251; 0,749)
sa (0,308;0,593)  (0,456; 0,452)  (0,348; 0,563)  (0,442; 0,431)  (0,287; 0,595)
s5 (0,48; 0,452)  (0,185; 0,724)  (0,306; 0,555)  (0,205; 0,752)  (0,201; 0,799)

2 lentelé. Rangavimo klaidy tikimybés taikant svertinj apibendrintg vidurkinimo operatoriy
1-jo, 2-jo ir 3-jo laipsnio intuityviesiems neryskiesiems skaiciams.

3 2 1 3 2 1 3 2 1 3 2 1 3 2 1

6 p=0p=0 p=0p=0,01p=0,01lp=001p=025p=0,25p=025p=05p=05p=05p=1p=1p=1

Generavimas tolygiuoju skirstiniu

0,5 0,010 0,010 0,014 0,011 0,0095 0,015 0,011 0,0096 0,02 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
0,6 0,033 0,031 0,048 0,031 0,0280 0,052 0,033 0,0295 0,05 0,03 0,03 0,05 0,03 0,03 0,05
0,7 0,860 0,081 0,115 0,082 0,0710 0,124 0,083 0,0740 0,12 0,08 0,08 0,12 0,09 0,08 0,12
0,8 0,161 0,154 0,205 0,159 0,1490 0,217 0,158 0,1450 0,21 0,16 0,15 0,21 0,16 0,15 0,21
0,9 0,249 0,244 0,302 0,240 0,2230 0,314 0,244 0,2260 0,31 0,25 0,23 0,31 0,25 0,24 0,30
1,0 0,350 0,341 0,412 0,317 0,2890 0,425 0,330 0,3020 0,42 0,34 0,32 0,42 0,35 0,34 0,41
Generavimas normaliuoju skirstiniu

0,10 0,050 0,0490 0,066 0,0132 0,01285 0,020 0,018 0,0179 0,03 0,03 0,03 0,04 0,05 0,05 0,07
0,15 0,115 0,1150 0,143 0,0536 0,05135 0,078 0,065 0,0614 0,09 0,08 0,08 0,10 0,12 0,12 0,14
0,20 0,179 0,1816 0,206 0,1102 0,11420 0,134 0,124 0,1260 0,15 0,14 0,14 0,17 0,18 0,18 0,21
0,25 0,243 0,2456 0,257 0,1738 0,17570 0,193 0,187 0,1900 0,21 0,20 0,21 0,22 0,24 0,25 0,26
0,30 0,298 0,3020 0,310 0,2340 0,23550 0,247 0,246 0,2490 0,26 0,26 0,26 0,28 0,30 0,30 0,31
0,40 0,374 0,3794 0,385 0,3211 0,31935 0,339 0,332 0,3320 0,35 0,35 0,35 0,36 0,37 0,38 0,39

buvo pakartoti 40 karty. IS viso atlikta po 20000 eksperimento realizacijy. Kiekviena
karta gautas projekty iSdéstymas buvo lyginamas su zinoma projekty iSdéstymo tvar-
ka s; > s9 > s3> s4 > S5 ir skai¢iuojami neatitikimai. Rezultatai, gauti generuojant
pagal normalyjj ir tolyguji skirstinius ir esant skirtingoms p ir o reikSméms pateikti
2 lenteléje. Maziausios klaidy reiksmeés yra paryskintos.

5 ISvados

Eksperimentas parodé, kad treciojo laipsnio intuityviyju neryskiyjuy skaiciy naudoji-
mas normaliojo ir tolygiojo skirstinio atvejais néra tikslingas, nes klaidy tikimybés
néra maziausios. Maziausios klaidy tikimybeés, kaip matome i$ 2 lentelés, tolygiojo
skirstinio atveju yra antro laipsnio intuityviesiems neryskiesiems skaiciams su ekspo-
nentés reikSmémis p = 0,01 ir p = 0,25, normaliojo skirstinio atveju — pirmo laipsnio
intuityviesiems neryskiesiems skaic¢iams su eksponente p = 0,01. Taigi nei aritmetinis
(p = 1), nei geometrinis (p = 0) vidurkiai neduoda geriausio rezultato. Nuodugnesné
analizé parodé, kad jei projekto atitikimas bent vienam kriterijui p; = (0,0, 0), tokiu
atveju apibendrintas geometrinis vidurkinimo operatorius siam projektui suteiks ze-
miausia ranga, nepriklausomai nuo jo atitikimo kitiems kriterijams. Kita vertus, jei
projekto atitikimas bent vienam kriterijui p; = (1,1, 1), tai apibendrintas aritmetinis
vidurkinimo operatorius siam projektui suteiks aukséiausia ranga, nepriklausomai nuo
jo atitikimo kitiems kriterijams. Toks sSiy kriterijy nejautrumas atsispindi gautuose
rezultatuose.
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SUMMARY

Decision making by the values of generalized average fuzzy functions
N. Kosareva, A. Krylovas

Notions of point, interval and triangular intuitionistic fuzzy numbers are introduced. The generalized
weighted averaging operator is used for solving multiple criteria decision making problems. Monte
Carlo study was conducted with the aim to establish for which types of intuitionistic fuzzy numbers
and which exponent values of weighted generalized average operator probabilities of alternatives
ranking errors are the least.

Keywords: intuitionistic fuzzy number, weighted generalized average operator, multiple criteria de-
cision making, Monte Carlo method.
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