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Vélavimas ir ekonominiy sistemy dinamika
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Santrauka. Pateikti tam tikri ekonominiy sistemy matematiniai modeliai aprasyti dife-
rencialinémis lygtimis su vélavimu. Analizé atlikta bifurkacijy teorijos pagalba.
Raktiniai Zodziai: stabilus periodinis sprendinys, bifurkacijy teorija, diferencialinés lygtys su ve-

lavimu.

1 Ivadas

Vélavimas, tai yra laiko skirtumas tarp prekiy paklausos ir pasiulos, ekonomikoje
issaukia kainy svyravimus ir verslo ciklus. Toks ciklinis ekonomikos elgesys aprasomas
diferencialinémis lygtimis su vélavimu.

2 Pastovaus vélavimo atvejai

Kaleckis [1] savo tiesiniame modelyje
I(t) = al(t) — BI(t — h), (1)

kur I(t) — investiciju kritimas, h — pastovus vélavimas tarp paklausos ir pasiulos, o «
ir 8 — konstantos, parodé, kad vélavimas isSaukia verslo ciklus. Kadangi tiesiniai
modeliai negali adekvaciai aprasSyti realiuy procesuy, Zakas [7] pasiulé vélavima jvesti i
netiesinj Solow [4] modelj. Tokiu budu, kapitalo dinamikai aprasyti jis nagrinéjo lygti

K(t)=af[K(t—h)] — BK(t - h), (2)

kur f(K) — netiesiné neoklasikiné gamybos funkcija. Zakas parodé, kad modelis (2)
pusiausvyros busenos K = K, aplinkoje egzistuoja ribinis ciklas. Krawiec ir Szydlow-
ski [2] parodeé, kad tasko K = K, aplinkoje lygéiai (2) atsiranda stabilus periodinis
sprendinys, t.y. ivyksta Hopfo bifurkacija.

Tegul P(t) — produkcijos dinamika, h — laikas, reikalingas jai pagaminti, P, —
vidiné pusiausvyros busena, r — produkcijos tiesinio augimo koeficientas. Tada pro-
dukcijos dinamika, galima aprasyti diferencialine lygtimi

. P(t—h
P(t)=rP(t—h) [1 — %] . (3)
Gamybos funkcija Siuo atveju bus parabole f(P) = rP[l — P%]. Toliau atliksime

kokybing modelio (3) analize.
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Lygtis (3) turi dvi pusiausvyros busenas P(t) = 0, P(t) = P.. Akivaizdu, kad
nuliné pusiausvyros busena yra nestabili.
Po kintamuju pakeitimo

P(t) = P. [14—30(%)} (4)

gauname diferencialing lygti
@(t) + rha(t — 1) = [1+z(t — 1)] =0. (5)

Lygties (5) tiesinés dalies charakteringoji lygtis turi gerai zinomas [6] savybes. Kai
0 < rh < 3 visos jos Saknys turi neigiamas realias dalis, o kai rh = 7, charakteringoji
lygtis turi pora grynai menamy Sakny =447

Tegul

P(\e) = A+ (g + 5) exp(— ), (6)

o A(e) =7(e)xio(e), 7(0) = 0,00 = 0(0) = T, (|le| < 1). Is tapatybés P[A(e) : €] =0,
seka, kad
2m , 4
= — 7

) UO 7'['2 +47 ( )
kai Té = T/(E)v 06 - U/(E)a €=

Kadangi 7y > 0, tai kai rh = § +¢, lygciai (5) tinka bifurkacijy teorijos algoritmas
is [5].

Atlike laiko pakeitima ¢t = (1 + ¢)7 i$ (5), gauname lygtj

ﬁjﬁ(gjtg)x(r—lic){u(r—110)]=0- (8)

Istate i (8) eilutes

2(r,€) = §cos 7+ E%a(r) + Ea(r) + -+, (9)
(&) = ba&® +bal' + -+, (10)
(&) =+ a4 (11)

Ir prilygine koeficientus prie £2 ir €3, gauname tiesines nehomogenines diferencia-
lines lygtis

x’2+g:c’2(7'71):72+£sin7r7, (12)

2 4 2 4
.
= —msin §T:E2(T —1). (13)

2
x5+ z:49'3(7 - 1)+ (bg + E02) sin =7 + Z¢; cos gT

IS (12) gauname, kad
x2(T) = —= + —sinwT — — cos7T. (14)
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Diferencialiné lygtis (13) turés periodinj sprendinj, kai
11r—4 2

T (15)

1 teorema. Jei 0 < rh — § = |e| < 1, tai diferencialiné lygtis (3) turi vienintelj
stabily perioding sprending

P(t)= P, [1 + €cos g'r +Eas(7) +0(¢%) |, (16)

t

3 Kintamo vélavimo atvejai

Mackey [3] rinkos prekiy kainy svyravimus pasiulé aprasyti tokia diferencialine lygtimi
P
= D(P) — S[P(t — A(P))}, (18)
D
kur D ir S atitinkamai yra prekés paklausos ir pasiulos funkcijos, o vélavimas A(P) —
monotoniskai mazéjanti prekiy kainos atzvilgiu funkcija. Tegul santykinis prekes kai-
nos augimo greitis P/P yra pastovus paklausos atzvilgiu ir mazéjantis pasiulos at-
zvilgiu. Tada lygti (18) galima pakeisti tokia lygtimi
P r
—=r——P|t— AP 19

sy =no a1~ £)]. -

kur r atspindi pastovig paklausa, o P, — pusiausvyrine prekés rinkos kaina, h — pasto-
vus vélavimas tarp paklausos ir pasiulos, esant nusistovéjusiai prekés rinkos kainai,
0<ax<.

Modelis (19) — tai diferencialiné lygtis

Pr[l%?(m}P (21)

su vélavimu priklausanéiu nuo ieskomos funkcijos. Lygtis (21) buvo nagrinéjamas
darbe [5], kuriame suformuota sekanti teorema.

2 teorema. Jeirth = § +¢, 0 < e < 1ir0 <a <1, tai lygtis (21) pusiausvyros
busenos P(t) = Py aplinkoje turés vienintelj stabily perioding sprending (16)—(17), kai

. 1
x2(T) = —70T + 10(1 —am)sinwT + 2—0(4 + ar) cos 7T, (22)
0 by ir co isreiskiamsi taz'p
by = 20 [671' — 4+ 471+ m)a — 5r(3 + m)a?],
cy = 407r [4 — dra + 57(3 + )a?]. (23)
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Nagrinésime toliau modelj (3), kuriame vélavimas néra pastovus, bet priklauso
nuo ieskomos funkcijos. tai yra diferencialing lygti

P(t — A(P))

P=rP(t—A(P))|1- 5 :

(24)
kur A(P) — apibréziamas formule (20).

Nesunku parodyti, kad lygties (24) nuliné pusiausvyros busena nestabili, o pu-
siausvyros biisenos P(t) = P, aplinkoje, prie rh > & jvyksta Hopfo bifurkacija, t.y.
atsiranda stabilus periodinis sprendinys.

4 ISvados

Istirtas diferencialinémis lygtimis su vélavimu ekonominiy modeliy pusiausvyros buse-
ny stabilumas. Remiantis bifurkacijy teorija sukonstruoti stabilus periodiniai spren-
diniai.
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SUMMARY

Delays and economic systems dynamics
D. Svitra

Some mathematical models in economic systems with delay differential equations were presented.
Analysis was made with the help of bifurcation theory.
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