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Santrauka. Straipsnyje autoriai atliko tiesine, netiesine ir skaitinge analize — glikemijos
reguliacijos matematinio modelio sudaryto i§ vienos diferencialinés lygties su véluojanciu
argumentu ir vienos algebrinés lygties. Tiesiné analizé atlikta D-suskaidymo metodo pagal-
ba. Netiesiné analizés metu, remiantis bifurkacijy teorija, sukonstruoti stabiltis periodiniai
sprendiniai. Skaitinéje analizéje, diabeto atveju sukonstruoti glikemijos dinamikos skaitiniai
sprendiniai: j modelj jvedus tris iSorines periodines funkcijas, nusakancias maista, egzo-
geninio insulino (Lispro) injekcijas ir fizinj kravj. Glikemijos dinamika buvo apskaic¢iuota
naudojantis programa ,,Model Maker*.

Raktiniai zodziai: glikemijos valdymas, glikemijos dinamikos matematinis modeliavimas, maisto,

egzogeninio insulino ir fizinio kruvio jtaka glikemijos dinamikai.

1 Ivadas

Fizinio kruvio poveikis insulino ir glikemijos reguliacijai yra labai svarbus. Tai viena i$
svarbiausiy priemoniy insulino jautrumui gerinti ir medziagy apykaitos sutrikimams
Salinti. Po mankstinimosi didéja audiniy atsparumas insulinui — grei¢iau sunaudojama
gliukozé [4].

Insulino sekrecija labiausiai skatina maiste esanti gliukozé. Kai staiga padidéja
glikemijos kiekis — greitai padidéja trumpai egzistuojancio insulino issiskyrimas. Jei
gliukozés kiekis ilgiau buna tame paciame lygyje — insulino iSsiskyrimas laipsniskai
mazéja, véliau pakyla iki pastovaus lygio. Svarbiausias insulino fiziologinis poveikis —
skatinti gliukozés peréjima per lasteliy membranas ir didinti jo suvartojima lastelé-
se [6].

Norint pasiekti optimalia diabeto kontrole, labai svarbu taikyti tinkamai suderinta
insulino terapija ir fizinj kruvi. Taip pat pateikiame keleta naujausiy mokslininky
darbuy, kuriuose yra modeliuojama gliukozés ir insulino sistema yra [1, 2, 3, 5, 7, 8].

2 Matematinis modelis

Musuy tiriamas modelis (1)—(2) yra sudarytas i$ vienos diferencialinés lygties su véla-
vimu ir vienos algebrinés lygties.
I (t)} I(t—h)

I(t)=r; [1—}-0[1— X T ]I(t), (1)

G(t):KG[l—i—c[ —%)” (2)
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Modelyje I(t) — insulino kiekis kraujyje laiko momentu ¢, K; — insulino kraujyje
vidutiné reiksme, h — laikas, reikalingas pasigaminti insulinui kasos (-lastelése. Cuk-
raus kiekis kraujyje (glikemija) — G(t), K¢ — jos vidutiné reikSme, r; — teigiamas
dydis, charakterizuojantys insulino gamybos koncentracijos kraujyje tiesinj augima,
o ¢ — parametras, reguliuojantis glikemijos griztamajj rysj [9].

3 Tiesiné analizé
Nustatéme teigiama lygciu sistemos (1)—(2) pusiausvyros busena:
I(t) = Ky, G(t) = Kg. (3)
(3) pusiausvyros busenos stabiluma tirsime padare tokj kintamojo pakeitima:
I(t) = Kr[1+ (1)) (4)
Lygciu sistema (1)—(2) pakeic¢iame tokia lygciy sistema:
i(t) = —rr[cx(t) + x(t — h)] * [1+ z(t)], (5)
G(t) = Kg[1 — ca(t)]. (6)
Lyg¢iy sistemos (5)—(6) tiesineés dalies charakteringasis kvazipolinomas yra
P\) = A+ rretrre M =0. (7)

Toliau D-suskaidymo metodu panagrinésime charakteringojo kvazipolinomo (7)
Ssakny issidéstyma parametry r; ir ¢ plokStumoje.
Kai lygtis (7) turi nuline Saknj A = 0, tai gauname tieses ¢ = —1 ir r; = 0. Kai
lygtis (7) turi grynai menamas Saknis \ = io, parametrinéje formoje gauname kreives
o

¢ = —cos(oh), rr = Sn(oh)’ (8)

Kai 0 — 0, i$ lygciu sistemos (8)—(9) gauname taip vadinamo griztamo tasko
(¢*,r7) koordinates:

i ®

»2Maple* programa nubrézime parametrines kreives 1 pav., kai h = 6 ir griztamojo
tasko koordinates (¢*,r5) = (—1,1/6).

Toliau skaiciuosime charakteringosios lygties realios dalies diferenciala D — su-
skaidymo sienos peréjimo taskuose (c,77) = (0, 57 £2j7), j = 0,1,2.... Remiantis
jo zenklu, sprendziame apie Sakny su teigiama realia dalimi skaiciaus padidéjima ar
sumazéjima, pereinant i$ srities Dy | sriti Do. Do — sritis, kurioje kvazipolinomas (7),
neturi nei vienos Saknies su teigiama realia dalimi. Srityje Dg visy Sakny Re A < 0.

Imame saknj A = r; + 0.

Nesunku parodyti, kad

rrde+ (c+e M) dry

dr = —Re E——
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Kai h = 6, o taskas su koordinatémis (¢;r;) = (0.3,0.3263) esantis ant kreivées
ribojancios sritj Dy ir Do (1 pav.), gauname:

dr ~ 0.3430 dr ;. (11)

Kadangi (11) lygybéje gauta, kad dr > 0, todél atsiranda dvi Saknys su teigiama
realia dalimi. Taigi, nustatéme Sakny su teigiama realia dalimi padidéjima, pereinant
is srities Dy | sriti Dy. Do — sritis, kurioje kvazipolinomas (7), turi dvi Saknis su
teigiama realia dalimi.

4 Netiesiné analizé

Siame skyriuje sukonstruosime sistemos (1)—(2) periodinj sprendinj remdamiesi bifur-
kaciju teorija [9)].

1 teorema. Jei ry =19+ ¢, (e € 1), tada (5) tiesinés dalies charakteringasis kva-

zipolinomas turi 2 paprastas Saknis N(e) = 7(e) £ io(e) ir tenkina sqlygas 75 = 7'(€),

oy =0'(e), e =0[9]. 7 ir oy buvo apskaiciuotos atitinkamai pagal formules (12):
O'gh 0'0(1+Ch7’0)

_ - . 12
™S R (x0T nRoR+ A +chroy] (P

Kitos saknys turi neigiamas realias dalis. Pazyméje r; = rg + &, gauname charak-
teringaji kvazipolinoma:

P(Xe) =X+ (ro+¢)(c+e ™). (13)

Kai P(A(g),e) =0, e =0, A\ = ioy, tai og yra lygties:

¢+ cosogh =0 (14)
vienintelé Saknis priklausanti intervalui (0; 7), o dydis ro apibréziamas formule:
ro = —22 (15)

sinooh’
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x2(T) apibréztas [9]:

22(T) = Ags sin 2007 + Age cos 2007, (16)

1—2c 1—c¢ 1—c¢
Agy = \/ Age = . 17
a4V 1+ 7 5 —4c (17)

by ir co apibrézti taip:
3hrg+2c—1 o 1—-2¢c
4h(1+ ¢)(5 — 4c)’ 7 dhro(1+0)(5 — 4c)”

kurioje:

ba =

Remiantis auksciau gautais rezultatais galime uzrasyti tokia teorema.

2 teorema. Kai 0 < r1 — 19 = |e| < 1 ir 7} yra teigiamas dydis apibréztas formu-
le (12). Tada Hacinsono lygtyje su vidiniu griztamuoju rysiu (1), paZyméje ry = ro+e,
pakankamai maZoje pusiausvyros busenos I(t) = K aplinkoje lygtis (1) turi vienintelj
stabily perioding sprending, kuris isreiskiamas formule:

I(t) = K; [1 + € cos(ooT) + E2xo(T) + 0(53)] (19)

(19) israiskoje g = 7/2h, £, T iSreikti formulémis (20), o x2(7) apibréztas formu-

le (16):
§= \/7 1 + 6252 (20)

Kai h = 6, ¢ = 0.27, r; = 0.31, K; = 10, € = 0.048, tai Ags = 0.0445, Ay =
0.1862, by = 0.0355, ¢z = 0.0147, ( = 1.1637, 7 = t/1.0199. Tada (1) diferencialinés
lygties stabilaus periodinio sprendinio artutiné israiska yra:

I(t) =(10 % (1 4 (1.1637 % c0s(0.2567 * t)) 4 (1.3543 % ((0.0445 % sin(0.5134 % t))

+ (0.1862 x cos(0.5134 x 1)) ) ))). (21)

Istate (21) i (2) diferencialine lygti gauname gliukozés stabilaus periodinio spren-
dinio artutine israiska, kai ¢ = 0.27, r; = 0.31, K¢ = 135.

G(t) =135 (1+0.27 % (1 — (1 + (1.1637 * cos(0.2566 * t))
+ (1.3543 % ((0.0445 * sin(0.5133 * t))
+ (0.1862 x cos(0.5134 % 1)) ))))) . (22)

5 Modelio skaitiné analizé

I (2) diferencialine lygtj ivede tris iSorines periodines funkcijas, nusakancias mitybos
rézima g(t) = g(t+24), egzogeninio insulino injekcijas i(t) = (¢t +24) ir fizinio kruvio
funkcijas f(¢t) = f(t + 24), modeliuosime Siy funkciju poveikj glikemijos valdymui
diabeto atveju.

1(t)

6(t) = Ka L+ gl0) ~ i(0) - £ +e[1- 10| (23)
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4 pav. Diabetiko valgancio 6 kartus, besileidzianc¢io insuling 3 kartus ir atliekancio fizinius
pratimus 2 kartus per diena glikemijos svyravimai.

Cia i(t) — funkcija aprasanti j$virksto egzogeninio insulino (Lispro) poveikj cukraus
kiekio kraujyje, dinamikai diabeto atveju, g(t) — funkcija aprasanti mitybos rezima
ir f(t) — funkcija apraSanti fizinio kruvio poveikj glikemijos dinamikai. Modeliuo-
sime glikemijos dinamika per 3 paras diabeto atveju. Kai maisto rézimas jvedamas
g(t) = 1...6 karty per para, insulino injekcijas jvedamos i(t) = 1...3 karty per para,
o fizinis kruvis jvedamos f(t) = 1...2 kartus per para. Funkcijos i(t), g(¢t) ir f(t)
apibréztos [3].

(23) israiskos skaitinius sprendinius diabeto atveju gavome naudodamiesi imitaci-
nio modeliavimo programa ,Model Maker* (Zr. 24 pav.).

2 pav. pavaizduoti gliukozés svyravimai stebimi per tris paras diabeto atveju,
kai veikia trys isorinés jégos: mitybos rezimas k = 3, T; = 3, a; = 0.25, as = 0.4,
oz = 0.35, egzogeninis insulinas m = 3, T; = 6, $; = 0.35, o = 0.45, 3 = 0.2
ir fizinis kruvis n = 2, T, = 1, 77 = 0.6, 72 = 04, ¢ = 0.27, r; = 0.31, K; = 10,
Kg =135 h=6.

3 pav. pavaizduoti gliukozés svyravimai stebimi per tris paras diabeto atveju,
kai veikia trys iSorinés jégos: mitybos rezimas k = 4, T; = 4, ay = 0.25, as = 0.4,
oz = 0.2, oy = 0.15. Eegzogeninis insulinas m = 3, T; = 6, p1 = 0.3, B2 = 0.4,
B3 = 0.3 ir fizinis kruvis n = 2, T, = 1, y1 = 0.4, 2 = 0.6, ¢ = 0.27, r; = 0.31,
Kr =10, Kg =135, h = 6.
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4 pav. pavaizduoti glikemijos svyravimai stebimi per tris paras diabeto atveju,
kai veikia trys iSorinés jégos: mitybos rezimas k = 6, T; = 3, a1 = 0.1, ae = 0.1,
az = 03, ag = 0.2, a5 = 0.2, ag = 0.1. Egzogeninis insulinas m = 3, T = 6,
B = 0.3, B2 = 0.6, B3 = 0.1 ir fizinis kravis n = 2, T, = 1, 71 = 0.55, vo = 0.45,
c=0.27,r;=0.31, K; =10, Kg =135, h = 6.

6 ISvados

Tiesinéje analizéje nustatytos sritys Dy ir Do Netiesinéje analizéje asimptotiniy for-
muliy pagalba sukonstruoti stabilus periodiniai sprendiniai. Skaitinéje analizéje jve-
dus i nagrinéta modelj tris iSorines funkcijas, nusakancias maista, egzogeninio insulino
injekcijas ir fizinj kruvj diabeto atveju ir parinkus tam tikrus parametry rinkinius gau-
ti rezultatai parodé, kad sis modelis pakankamai gerai atspindi glikemijos dinamikos
valdyma diabeto atveju.
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SUMMARY

The dynamics and control of glycemia in the case of diabetes

D. Svitra, R. Vilkyté

In this article the authors performed of glycemic regulation mathematical model described one dif-
ferential equation with delay argument and one algebraic equation linear, nonlinear and numeric
analyses. Linear analysis was performed D-segmentation method. A stable periodic solution app-
lication on bifurcation theory was constructed in the nonlinear analysis. The numeric solutions of
glycemia dynamics have been constructed in the numeric analysis of the diabetes case, introducing
to the three external periodic functions determinating food, exogenous insulin injections (Lispro)
and physical exercise. Glycemic dynamic was calculated applying program “Model Maker”.

Keywords: glycemic control, glycemic dynamics mathematical modeling, food, exogenous insulin and
exercise influence dynamics of the glycemia.
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