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Santrauka. Straipsnyje autoriai atliko kvépavimo sistemos matematinio modelio aprasyto
dviem diferencialinémis lygtimis su vienu véluojanciu argumentu tiesing, netiesing ir skaitine
analizes. Tiesiné analizé atlikta D-suskaidymo metodo pagalba. Netiesiné analizés metu,
remiantis bifurkacijy teorija sukonstruotas stabilus periodinis sprendinys. Skaitinéje analize-
je, naudojant Rungés—Kuto IV eilés metoda, sukonstruoti skaitiniai sprendiniai patologiniu
Cheyne—Stokes atveju.

Raktiniai Zodziai: periodinis kvépavimas, bifurkacijy teorija, D-suskaidymo metodas.

1 Ivadas

Viena is svarbiausiy fiziologiniy sistemy — tai kvépavimas, kuris yra sudétingas ir
nenutrukstantis biologinis procesas. Organizmas i$ aplinkos gauna laisvus elektronus
ir deguonj, o isskiria COz dujas ir vandenj, prisodrinta vandenilio jonu [9].

Cheyno—Stokes kvépavimas — tai bendriausia kliniskai aptinkama periodinio kvé-
pavimo forma. Kai kvépavimo amplitudés, tai didéja, tai mazéja, o jas jungia apné-
jinés pauzés, atsirandancios sumazéjus kvépavimo centro jautrumui. Apnéjos pauzeés
gali trukti 10 s ir ilgiau [8].

Hipotezé, kad periodinis kvépavimas veikia griztamojo rysio principu yra kve-
pavimo sistemos kontroliavimo vélavimu rezultatas. Matematinio modeliavimo kvé-
pavimo sistemoje pradininkas buvo Grodinsas 1950 m. [2]. Paminésime ir darbus
[1,2,3,5,4,6,7].

2 Matematinis modelis

Siame straipsnyje iStirsime modelj pateikta [6] patologiniu Cheyne—Stokes atveju. Mo-
delis (1)—(2) sudarytas i$ dvieju diferencialiniy lygciy su vienu vélavimu.

dPr(t)

= —QVrPr(t) + QVrPy(t) + MaVr, (1)
dpét(t) _ a‘c/gLB Pr(t) — oz‘c/gLB P(t) — VLL(PL(t) — P)F(Pt—h),  (2)

kur Pr(t), Pr(t) audiniy ir plau¢iy COz parcialiniai slégiai. Parametrai: Q — kraujo
tekéjimas, M — CO4 gamybos medziagy apykaitoje greitis, Vpr — audiniy apimtis, V7, —
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plauciy turis, B — neigiamas parametrinis spaudimas, P; — daliné CO, suspaudimo
reiksmeé, kai jkvepiama, o — COg mazéjimo kreivé. Vélavimas h > 0. Visi parametrai
neneigiami [6]. Modelyje pateiktame [6] buvo atliekama skaitiné analizé naudojant
tiesine ir Hill kontroline funkcijas.

3 Tiesiné analizé

_BM
PL*PI’

Nagrinésime (1)—(2) teigiamos pusiausvyros biisenos (3) aplinkoje, kai F((PL) =

PT(t)EPL—i_OL_]\é, PL(t)EPL. (3)

(3) pusiausvyros busenos stabiluma tirsime padare tokius kintamyju pakeitimus:

Pr(t) = (PL + %) + x(t), Pr(t) = Pp +y(t). (4)

Gauname tokig lygciy sistema:

{a’c(t) = —ax(t) + ay(t),
y(t) = ba(t) — by(t) — (y(t) +p) f(y(t — h)) +q.

Joje teigiami dydziai a, b, p, ¢ ir f(y(t — h)) yra apibrézti atitinkamai:

. aOB _ BM
a=QVr, b:%, p=PL— P, 9= 3
F(y(t—h) + Pp)

e ©)

Netiesing funkcija f(y(t—h)) isskleide Teiloro eilute gauname linearizuota sistema (7):

z(t) = —az(t) + ay(t), o
y(t) = ba(t) — (b+c)y(t) — ly(t — h).
Joje neneigiami dydziai ¢ ir [ yra iSreiksti ¢ = BM l = %I?PI)),

Vi (PL—Pr)’
op=0,g=0.

Sistema (7) uzrasome bendru vektoriniu pavidalu ' = Flx, f(y(t — h))] = Az +
By(t — h), kurioje matricos

(3 ) (%) e

Tada sistemos (7) charakteringasis kvazipolinomas:
P\ c,l) =A%+ Ma+b+c) +ac+ (N +al)e ™. (9)

Tirsime (9) D-suskaidymo metodo pagalba parametry ¢ ir [ plokStumoje.
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£

1 pav. D-suskaidymas, kai h = 7,23 s.

Kai lygtis (9) turi nuling Saknj A = 0, tai parametry ¢ ir [ plokStumoje gauname
D-suskaidymo kreive [ = —c.

Kai lygtis (9) turi grynai menamas Saknis A = io, tada gauname likusias D-su-
skaidymo kreiviy lygtis parametrinéje formoje

2 2 2
o(o a ab o°b
S s e L) PR S i Y
(02 + a?) 02 4 a2
(10)
; o(0? + a? + ab)

(02 + a?)sin(ch)’

Toliau nustatysime lygéiu sistemos (10) griztamo tasko koordinates (c,l), kai
oc—0

. b\ 1 . b\ 1
CPL%C:_(HE)E’ 3&%12(”5)5- (11)

»2Maple“ programa nubrésime parametrines kreives 1 pav., kai a = 0.007, b =
0.145, h = 7.23 s [6] ir griztamojo tasko koordinatés (¢, 1) = (—3.128,3.128).

Toliau skaiciuosime charakteringosios lygties realios dalies diferencialg D — suskai-
dymo sienos peréjimo taskuose (c,l) = (0, 5 +2j7), j = 0,1,2... ir pagal jo Zenkla
sprendziame apie Sakny su teigiama realia dalimi skaiciaus padidéjima ar sumazéjima
pereinant i srities Dy i sriti Do. Dg — sritis, kurioje kvazipolinomas (9) neturi nei
vienos Saknies su teigiama realia dalimi Re A < 0.

Imame saknj A = r + ¢0. Nesunku parodyti, kad

o (ic + a)dc + (io + a)e~"hdl
2ic + (a + b+ c) + (1 — (i + a)h)le—ioh’
Kai a = 0.007, b = 0.145, h = 7.23 [6], o taskas su koordinatémis (c*,l*) =

(0.7,1.2) esantis ant kreivés ribojancios sritj Dy ir Da 1 pav., gauname:

dr ~ 0.138dl. (13)

dr = — R

(12)

Kadangi (13) lygybéje gauta, kad dr > 0, todél atsiranda dvi Saknys su teigiama
realia dalimi. Taigi nustatéme Sakny su teigiama realia dalimi padidéjima, pereinant
is srities Dy i sriti Do. Do — sritis, kurioje kvazipolinomas (9) turi dvi Saknis su
teigiama realia dalimi.
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4 Netiesiné analizé

Siame skyriuje sukonstruosime sistemos (1)—(2) periodinj sprendinj remdamiesi bifur-
kacijy teorija ir Tichonovo teorema [10].

Pritaike Tichonovo teorema (1)—(2) lygéiu sistemai gauname, kad diferencialine
lygti (1) galima pakeisti apytiksle lygybe:

QVrPr(t) = QVrPL(t) + MaVy. (14)

(14) jstate i (2), gauname lygti:

dPL(t) aQB .~y QB
i v, e+ MaQ) = == PD)
_ VLL(pL(t) — P))F(Pu(t—h)). (15)

(15) lygties pusiausvyros busena bus Py (t) = Py.
Atlikus pakeitima Py, (t) = Pp, + «(t), lygti (15) pakei¢iame lygtimi:

i(t) = —(z(t) + ) f(z(t — h)) +q. (16)

Lygtyje (16) teigiami dydziai p, ¢ ir f(a(t — h)) = f(y(t — h)) yra apibrézti
lygybémis (6).
Jei p =0 ir ¢ = 0, tada linearizave lygti (16) gauname:

&(t) = —cx(t) — lz(t — h). (17)

BM | = F/(PL)(Pr—PL))
Vi(PL—Pr)’ " Vi, :
Tada lygties (17) charakteringasis kvazipolinomas yra:

Kur teigiami dydziai c ir [ yra isreiksti taip: ¢ =

PN =X+c+leM=0. 18
(M)

1 teorema. Jeil =do + ¢, (Je| < 1), ¢ = aol, tada (17) tiesinés dalies charakterin-
gasis kvazipolinomas turi 2 paprastas saknis A(e) = 7(g) £io(e) ir tenkina sqlygas
o'gh 00(1+040hd0)

’ /
= = 1
7o do[hQO'g + (1 + aohd0)2]7 %0 do[hQO'g + (1 + aohd0)2]7 ( 9)

kur 75 = 7'(¢), o, = d'(€), kaie = 0, o visos kitos Saknys turi neigiamas realias dalis.
Pazyméje | = do + ¢, ¢ = ajl gauname charakteringqji kvazipolinoma:

P\ e) = A+ apl + (do +€)e ™. (20)
Kai P(A(g),e) =0, e =0, A\ = ioy, tai og yra lygties:

ag +cosogh =0 (21)

™

vienintelé Saknis, priklausanti intervalui (0, %), o dydis do apibréziamas formule:

g0

= . 22
sin ogh (22)
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sprendinys. skaitinis sprendinys.

2 teorema. Kai0 < l—dy = |e| < 1 ir 7} yra teigiamas dydis apibréztas formule (19).
Tada lygtyje (15), pazyméje | = do + &, ¢ = apl pakankamai mazoje pusiausvyros
busenos Pr(t) = Pr, aplinkoje — lygtis (15) turi vienintelj stabily perioding sprending,
kuris isreiskiamas formule:

Pp(t) = Pp[1+ Ecos(oor) + E22(1) + O(€%)]. (23)

(23) israiskoje o9 = w/2h, &, T isreikti formulémis (24), o xo(7) apibréztas formu-

le (25):
€ t
- |= - 24
kur
x2(T) = Agg sin 2007 + Asg. cos 2007, (25)
1-— 2050 1-— (67} 1-— (675
Aoy = ) Age = ) 26
> 7905 —4ag) V 1+ oo 7 5 —dag (26)
3hdy + 209 — 1 1 -2
by = = . 27
2 4h(1 + 04())(5 — 4040)’ 2 4hd0(1 + 04())(5 — 404()) ( )

5 Modelio skaitiné analizé

Atlikus (1)—(2) modelio kokybine analiz¢, gautus rezultatus panaudosime, atlickant
skaiting analize. Diferencialinés lygties su vélavimu skaitinio sprendinio ieskosime,
naudojant Rungés—Kuto IV eilés metoda.

Diferencialiniy lygéiy sistemos (1)—(2) stabilus periodinis sprendinys pavaizduotas
(2-3 pav.). Esant tokioms parametry reikSmeéms: a = 0.007, b = 0.145 [6], ¢ = 0.028,
1=0.36, h ="7.23, zo = —0.9, yo = —9.0. ReiksSmés c ir [ yra i$ srities Ds.

Pavaizduosime sistemos (1)—(2) stabily periodinj skaitinis sprendinj atitinkantj
ribinj cikla plokstumoje (xz(t),y(t)) (zr. 4 pav.).

6 ISvados

Tiesinéje analizéje nustatytos sritys Dy ir Dy. Netiesinéje analizéje asimptotiniy for-
muliy pagalba sukonstruotas stabilus periodinis sprendinys. Skaitinéje analizéje pa-
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rinkus fiziologine prasme, turinc¢ias parametry reiksSmes, skaitiniais metodais gautas
Cheyne-Stokes kvépavimo tipo stabilus periodinis sprendinys.
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SUMMARY

Mathematical modelling of respiration control system

D. Svitra, R. Vilkyté

In this article the authors performed respiratory system mathematical model, described by two
differential equations with one delay argument linear, nonlinear and numeric analyses. Linear analysis
was performed D-segmentation method. A stable periodic solution application on bifurcation theory
was constructing in the nonlinear analysis. In the numeric analysis using Runge-Kutta IV series
method, numerical solutions have been constructing to the pathologic Cheyne—Stokes case.

Keywords: periodic respiration, bifurcation theory, D-segmentation method.
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