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Santrauka. Straipsnyje nagrinéjama simetrija kaip taktika spresti jvairius matematinius
uzdavinius. Nors mokykliniame matematikos kurse, mokantis geometrijos temy, nagrinéja-
ma asiné ir centriné simetrijos, sprendziami su Siomis simetrijos rusimis susij¢ nesudétingi
uzdaviniai, tac¢iau simetrijos panaudojimas galéty buti kur kas platesnis. Ji ypatingai pade-
da kaip taktika sprendziant nestandartinius matematikos uzdavinius. Straipsnyje pateikiami
Sios taktikos pritaikymo pavyzdziai ir pristatomi simetrijos panaudojimo mokykloje tyrimo
rezultatai.

Raktiniai zodziai: simetrija, nestandartiniai uzdaviniai, sprendimo strategija ir taktika.

Ivadas

Kai kurios matematinés idéjos naturaliai yra labai artimos zmogui. Viena is ju —
simetrijos idéja. Atrodo, kad zmogaus prigimtyje gludi trauka groziui, tvarkai ir har-
monijai, kuri labai tampriai siejasi su simetrija. Pasaulio sandaroje, mus supancioje
aplinkoje mes taip pat pastoviai susiduriame su simetrija: pastatai, augalai, gyvu-
nai, maziausios lastelés ir molekulés pasizymi simetrija. Netgi nuostabios melodijos
skambesys glaudziai siejasi su ja [2]. Taigi simetrija galéty buti labai dékinga tema
matematikos pamokose, atskleidziant jos grozj ir matematikos rysius su kitais moko-
mais dalykais bei supanciu pasauliu. Be to, simetrija kaip sprendimo taktika galéty
buti taikoma kur kas placiau nei tik sprendziant tiesmukiskus geometrinius uzdavi-
nius, prasancius surasti simetriska taska ar figura. Pavyzdziui, sprendziant jvairius,
ypac¢ nestandartinius, probleminius uzdavinius, viena is esminiy strategijy yra ieskoti
tam tikros tvarkos, kuri leisty praplésti turima informacija ir tokiu budu priartéti
prie sprendimo. Jei pavyksta atrasti tam tikra simetrija, iki tol buvusioje neaiskioje
situacijoje pradedame jzvelgti tvarka ir sistema, ir tuo budu daznai iS paziuros sudé-
tingo uzdavinio sprendimas tampa akivaizdus. Tuo budu, simetrijos placiaja prasme
paieskos tampa viena i$ efektyviu taktiky, galinc¢iy padéti spresti ne tik geometrijos
uzdavinius.

1 Simetrija — matematiniy uzdaviniy sprendimo taktika

Sioje dalyje pateiksime kelias iliustracijas to, kaip simetrijos idéja galéty biiti taikoma
sprendziant jvairius matematikos uzdavinius ir galvosukius. Siuo atveju bus svarbu
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1 pav. Kvadraty ploty santykis.

ieskoti simetrijos nejtikétinose vietose, daznai labiau naudojantis intuityviu simetrijos
kaip harmonijos, tvarkos, atitikmens apibrézimu.

1.1 Simetrija geometrijos uzdaviniuose

Geometrijos uzdaviniuose su simetrija susiduriame dazniausiai, taciau ir ¢ia svarbu
mokytis jzvelgti konkreciame uzdavinyje, ar simetrija jau yra, ar galbut ja galima
ivesti, kaip ja pasinaudoti.

1 pAvYZDYS. | kvadrata yra jbréztas apskritimas, o i Sj apskritimg jbréztas dar
vienas kvadratas (Zr. 1 pav., kairéje). Reikia rasti dvieju kvadratu ploty santykj [3].

Be abejo, $j uzdavinj nesunku isspresti, pasizymeéjus, tarkime, mazesniojo kvadrato
kraStine z, tada, pasinaudojus Pitagoro teorema, gauti antrojo kvadrato krastine zv/2
ir galiausiai apskaic¢iuoti plotus ir juy santykj. Tac¢iau uzdavinio sprendimas tampa ypac
graksciu, pastebéjus simetrija — galy gale apskritimas yra absoliuciai simetriskas, tad
niekas nepasikeis jj sukiojant kokiu nori kampu. Taigi pasukus apskritima kartu su
vidiniu kvadratu 45° kampu, gausime tokj brézinj (zr. 1 pav., desingje). Dabar ploty
santykis tampa akivaizdus.

2 PAVYZDYS. Jusy namai yra 3 km j Siaure nuo upés, kuri teka is ryty j vakarus.
Jusy mociuté gyvena 12 km j vakarus ir 1 km j pietus nuo jusy namy. Kas dieng jus
einate i$ savo namy pas mociute. Tadiau pirma nueinate prie upés (pasisemti vandens
modiutei). Koks yra trumpiausias kelionés atstumas [3]?

Iprastas uzdavinio sprendimas paprastai remtysi funkcijos minimumo ieskojimu.
Be abejo, reikéty dar teisingai sudaryti Sia funkcija, pasizymeéjus, tarkime, atitinka-
mus atstumus z ir (12 — x) (Zr. 2 pav., kairéje), pasinaudojus Pitagoro teorema ir
gavus kelionés atstumo funkcija S(x) = Va2 + 224/(12 — x)2 + 32. Aigku, ¢ia mums
prireikty ieskoti iSvestinés, spresti lygtis ir pan. Taigi turime rimta uzdavinj vyriau-
siyjy klasiy mokiniams. Panasus daznai pasitaiko kaip vieni paskutiniy valstybiniuose
matematikos egzaminuose. Taciau gal galime ¢ia jzvelgti simetrija ir tokiu budu pa-
silengvinti sau darba? IS pirmo zvilgsnio simetrijos ¢ia nedaug, taciau ja galétume
isivesti, jei pastebétume, kad musy kelionés atstumas nepasikeisty, jei ,,perkeltume*
mociutés namus simetriskai upés atzvilgiu (Zr. 2 pav., deSinéje). Dabar mums terei-
kéty surasti trumpiausia atstuma tarp dvieju plokstumos tasky, kuris, kaip Zino ir
jaunesniyjy klasiy mokiniai, yra atkarpa, jungianti siuos taskus. Uzdavinio sprendime
nelieka nei nezinomuyju, nei funkcijos, nei iSvestiniy skaiciavimo, tik gana nesudétingas
Pitagoro teoremos pritaikymas jzambinei surasti.
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2 pav. Trumpiausio kelio paieska.

1.2 Simetrija kitose mokyklinés matematikos srityse

Kad ir kokia naudinga simetrija yra geometrijoje, dar netikéciau ji padeda kitose
matematikos srityse. Cia vél pateiksime kelis pavyzdzius, iliustruojancius simetrijos
idéjos pritaikyma.

3 PAVYZDYS. ISspreskite lygti 2% + 2% + 22 + x +1 =0 [3].

Be abejo, sia lygti galima iSspresti jvairiais budais, tac¢iau paprastai mokyklinéje
matematikoje tokio laipsnio lygtys néra nagrinéjamos. Vis délto, jei ¢ia pastebésime
ir pritaikysime simetrijos idéja koeficientams ir tada nezinomuyjy laipsniams, galésime
nesunkiai jveikti sia lygti, kelis kartus iSspresdami gerai pazjstamas kvadratines lygtis.
Taigi i§ pradziy galime padalinti abi lygties puses i§ 22 (z # 0):

1

1
P +r+l+=-+—5=0

T x
Be abejo, gauta lygtis neatrodo paprastesné, taciau joje galime jzvelgti simetrija,

be to, galime surinkti ,,panasius“ narius:
5 1 1
“+s+r+-+1=0.
x x

Isivede pasizyméjima t = x + % ir pastebéje, kad 2 = 2% +2 + ;%2’ gausime nauja
lygti: t>+t — 1 = 0. O tokias lygtis, be abejo, mokame nesunkiai spresti.

4 PAVYZDYS. Irodykite, kad d(n) yra nelyginis tada ir tik tada, kai n yra na-
turalaus skai¢iaus kvadratas. Cia d(n) yra n dalikliy skaiius, jskaitant 1 ir n [3].

Sioje situacijoje simetrija yra tame, kad kiekvieng n daliklj d galime suporuoti su
atitinkamu dalikliu n/d. PavyzdZiui, jei n = 36, tai naturalu suporuoti daliklj 2 su 18,
daliklj 3 — su 12, ir t.t. Tuo budu kiekvienas daliklis turés jj atitinkantj ,porininka“,
taigi ju skaiéius visada bus lyginis, iSskyrus ta atvejj, kai turésime naturalaus skaic¢iaus
kvadrata ir daliklio ,,porininkas® sutaps su juo paciu.

5 PAVYZDYS. Apskaiciuokite integralo fO% cos? z dz reiksme [3].

Ir Siuo atveju uzdavinj galime spresti jvairiai. Taciau, jei mintyse jsivaizduosime
sinuso ir kosinuso funkcijy grafikus tarp 0 ir 3, tai pastebésime, kad jie simetriski

r = T atzvilgiu. Taigi
jus just
2 2 2 . 9
/ cos :L'd:L':/ sin” x dx,
0 0

4
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1.3 Simetrija matematiniuose zaidimuose

o tai reiskia, kad musy ieskomas integralas yra:

%/E (COSQ$+Sin2$) dr =
0

N | =

Matematiniai zaidimai — gana daznai pasitaikanti nestandartiniy, olimpiadiniy mate-
matikos uzdaviniy rusis. Skirtingai nei jprastuose zaidimuose, ¢ia paprastai egzistuo-
ja pergalinga zaidimo strategija, kuria zaisdamas pirmasis ar antrasis zaidéjas visada
uzsitikrins sau pergale, nesvarbu, kaip protingai bezaisty kitas zaidéjas. Uzdavinio
sprendimas — surasti ta pergalinga strategija. Viena i daznai puikiai veikianc¢iy to-
kiy uzdaviniy sprendimo taktiky yra simetrijos paieskos. Paprastai nesunku laiméti,
jei pavyksta surasti tam tikra simetrija, kuri uztikrina, kad, simetriskai kartodamas
priesininko éjimus, visada turésiu, kur eiti, kol mano prieSininkas tai galés daryti.
Pateikiame kelis nesudétingus tokiy uzdaviniy pavyzdzius.

6 PAVYZDYS. Du zaidéjai zaidzia degtukais. Degtukus jie ima vienas po kito is
dviejy dézuciy. Kiekvienas zaidéjas savo éjimu gali paimti bet kokj skaiciy degtuky
is bet kurios dézutes (tik i vienos vienu éjimu). Vienoje dézutéje yra 73 degtukai,
kitoje — 56. Laimi tas zaidéjas, kuris paima paskutinius degtukus. Kaip turi zaisti
pirmasis zaidéjas, kad laimeéty [1]7

Tam, kad Siuo atveju atrastume pergalinga strategija, iS pradziy turime sukurti
simetrine situacija. Tai gali padaryti pirmasis zaidéjas, pirmu ¢éjimu sulygindamas
abiejose dézutése esanciy degtuky skaiciy. Tada jam tereikés simetriskai kartoti ant-
rojo zaidéjo éjimus — tam paémus kazkokj degtuku skaiciy i§ vienos dézutes, tiek
pat paimti is kitos. Tokiu budu, tol, kol antrasis zaidéjas turés éjima, tol ji turés ir
pirmasis zaidéjas. Taigi jis uzsitikrins sau pergale.

7 PAVYZDYS. Kairiajame languotos juostos 1 x 2012 langelyje guli trys sagos.
Du zaidéjai zaidzia zaidima su tokiomis taisyklémis: kiekvienas ju vienu éjimu gali
perkelti bet kuria viena saga i desine puse per bet kurj skaiciy langeliy. Pralaimi tas
zaidéjas, kuriam jau nebelieka jokio éjimo juostoje. Kuris zaidéjas turi pergalinga
strategija? Kodél [1]?

Siuo atveju vél laimety pirmasis zaidéjas, jei pirmuoju éjimu perkelty vieng is sagy
i patj paskutinj desinéje juostos puséje esantj langelj, o po to kartoty antrojo zaidéjo
éjimus su kita saga.

2 Simetrijos panaudojimo mokykloje tyrimas

2.1 Tyrimo tikslai ir struktura

Tyrimas sieké issiaiskinti, ar mokiniai pastebi simetrija juos supancioje aplinkoje,
matematikoje ir kituose mokykloje déstomuose dalykuose bei kaip daznai ja taiko
spresdami matematinius uzdavinius ir galvosukius.

Buvo apklausti 28 III-IV gimnazijos klasiy mokiniai. Tyrima sudare du etapai.
Tiek pirma, tiek antra etapa sudaré dvi dalys: teoriniai klausimai ir praktinés uz-
duotys, tikrinancios, ar mokiniai sugebés isspresti konkrecius uzdavinius remdamiesi
simetrija kaip sprendimo strategija. Po pirmojo tyrimo etapo buvo vedama 45 min.
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Kur mokiniai jZvelgia simetrija mokykloje
déstomuose dalykuose:

m Mokiniy skaicius pirmejo etapo metu = Mokiniy skaitius antrojo etapo metu

3 pav. Mokiniy atsakymai apie simetrija mokomuosiuose dalykuose.

paskaita apie simetrija, siekiant parodyti, kaip ji gali buti panaudojama. Paskaitos
metu buvo pavaizduotas filmukas, pademonstruoti jdomus faktai, iliustracijos bei uz-
daviniy sprendimas naudojant simetrija. Antrojo etapo metu teoriné dalis buvo lygiai
tokia pati kaip ir pirmojo etapo metu, o praktinés uzduotys Siek tiek skyrési, nors
kai kurios buvo analogiskos pirmojo etapo uzduotims, kas leido palyginti rezultatus
ir padaryti iSvadas, kaip mokiniai jsisavino informacija apie simetrija.

2.2 Tyrimo rezultatai

Po pirmojo tyrimo etapo buvo akivaizdu, kad mokiniy supratimas apie simetrija bu-
vo gana siauras ir pavirsutiniskas. Apklausoje mokiniai pateiké tik elementariausius
pavyzdzius, kur yra sutinkama simetrija musy aplinkoje, ir nors dauguma siejo simet-
rija su geometrija, bet tik ketvirtadalis sutiko, kad simetrija galéty padéti sprendziant
algebros uzdavinius. Spresdami Sio etapo uzduoties praktinius uzdavinius, mokiniai
retai naudojo simetrija.

Po 45 min. paskaitos apie simetrija, mokiniy antrojo tyrimo etapo rezultatai
pageréjo labai zenkliai.

Pavyzdziui, atsakinédami j klausima, kur sutinka simetrija aplinkoje, mokiniai at-
saké kur kas iSsamiau nei pirmojo tyrimo etapo metu. Buvo pateikta zymiai daugiau
ir sudétingesniy pavyzdziy. Be to, jei pirmojo etapo metu daugiau nei ketvirtada-
lis mokiniy prisipazino niekur nematantys simetrijos, sikart visi apklausoje dalyvave
mokiniai j §j klausima atsakeé teigiamai ir pateiké pavyzdziy.

I klausima, kur mokiniai susiduria su simetrija mokykloje mokomuose dalykuose,
kai kuriy pasirinkty atsakymu padaugéjo 2 ir daugiau kartu (Zr. 3 pav. pateikta dia-
grama).

Akivaizdziai matyti, jog po pamokos apie simetrija mokiniy matomumo spektras
zymiai praplatéjo. Mokiniams taip pat geriau sekeési spresti ir praktinius uzdavinius.

Taigi, kaip atskleidé tyrimo rezultatai, mokiniams tereikia padéti pastebéti, pa-
matyti simetrija. Vos viena pamoka apie simetrija zenkliai pagerino rezultatus.
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162 A. Elijio, D. Malijonyté
3 ISvados

Gebéjimas pastebéti ir pasinaudoti simetrijos idéja, sprendziant jvairius matemati-
kos uzdavinius (tame tarpe ir gana sudétingus olimpiadinius), gerokai palengvina
sprendimo procesg ir daugeliu atvejy padaro ji idomesniu.

Mokiniai néra prate jzvelgti simetrija juos supancioje aplinkoje, jvairiuose mo-
komuosiuose dalykuose ir net padioje matematikoje (iSskyrus tiesmukiskus geomet-
rijos uzdavinius). Taciau atliktas eksperimentas parodé, kad, net truputj praplétus
ju simetrijos supratima, rezultatai zenkliai pasikeicia. Taigi galimybés naudotis Sia
naturalia matematine idéja atrodo kur kas platesnés nei Siuo metu paprastai yra pa-
naudojamos.
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SUMMARY

Symmetry as tactics of solving mathematical problems

A. Elijio, D. Malijonyté

The article explores symmetry as tactics in solving various mathematical problems. Although in
Mathematics curriculum while learning about Geometry, symmetry is taught and simple straightfor-
ward exercises are solved, it is argued that the application of symmetry could be much wider. It is
especially useful as a strategy in solving non-standard math problems. The article presents examples
of the use of such tactics as well as results from the experiment on the use of symmetry at school.

Keywords: symmetry, non-standard problems, problem-solving strategy and tactics.
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