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niai ir jy sprendimai.
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1 Ivadas

Siekdami, kad j Lietuvos moksleiviy matematikos olimpiadas patekty visi stipriausie-
ji, olimpiady organizatoriai nusprendé vykdyti atrankines olimpiadas, kuriose galéty
dalyvauti visi norintieji, i$ kuriy galima buty atrinkti pacius geriausius. Tokie at-
rankiniai turai vykdomi nuo 1992 mety. Tai Kauno Technologijos universiteto prof.
J. Matulionio konkursas, Siauliy universiteto matematiky olimpiada ir Vilniaus peda-
goginio universiteto (dabar — Lietuvos edukologijos universiteto) jaunyju matematiky
olimpiada.

2012 m. kovo 10 d. vyko XXI jaunyjy matematiky olimpiada. Uzduotis parengé
docentai A. Kaucikas ir E. Mazétis.

Olimpiadoje dalyvavo apie 130 9-12 klasiy moksleiviy. Tarp dalyviy buvo mok-
sleiviy, jau pasizyméjusiy ne tik Lietuvos, bet ir tarptautinése olimpiadose. Desimt
dalyviu (po 2-3 i$ kiekvienos klasés) buvo pakviesti | Lietuvos mokiniy matematikos
olimpiada.

2 IX klasé

1. Prie trizenklio skaiciaus pridéjus 3, jo skaitmeny suma sumazéja 3 kartus. Raskite
visus tokius skaicius.

Tegul skaicius yra A = Tyz, Cia x, y, z yra jo skaitmenys. Aisku, kad z > 7, kitaip
pridéjus 3, skaitmeny suma padidétu. Toliau laikysime, kad z > 7. Irodysime, kad
y # 9. Trys atvejai, kai A = 99z patikrinami tiesiogiai.
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Tegul A = 192, suz < 8. Tada r+9+2 = 3(x+ 1+ (2+3—10)). atlikus veiksmus
gauname, kad 2x + 2z = 27 — priestara. Taigi y < 8 ir z > 7. Gauname salyga:

z4+y+z=3(@x+(y+1)+(z+3-10)).

Atlikus veiksmus gauname, kad z 4+ y + z = 9. Taigi z # 9. Imdami z = 7 gauname,
kad duotasis skaic¢ius yra 117 ir 208. Imdami z = 8, gauname treciajj skaiciy 108.
ATsAKYMAS: 108, 117, 208.

2. Isspreskite lygt:

\/:c74\/5+4+\/ —6yVr+9=1.

Akivaizdu, kad  — 4/ +4 = (Vo —2)? ir 2 — 61/7 + 9 = (/7 — 3)?. Kadangi su
visais a € R galioja lygybé va? = |a|, lygtis ekvivalenti $iai lygéiai

VE =2+ Va3 =1

Kai Vz <2, [\/r —2| = =z + 2 ir |\/z — 3| = —\/z + 3. Irase Sias iSraiskas i lygti,
gauname, kad \/z = 2 — priestara.

Analogiskai, kai \/z > 3, tada |\/z — 3| = \/x =3 ir |[\/x — 2| = /o — 2, ir i$ lygties
seka, kad \/r = 3, priestara. Liko atvejis 2 < /z < 3. Tada |z — 2| = /z — 2
ir [\/z — 3| = —\/z + 3. Trase | lygti gauname, kad lygtis tampa tapatybe su visais
tokiais . Taigi lygties sprendiniai yra visi « € [4;9].

ATSAKYMAS: z € [4;9].

3. Irodykite, kad su visais x,y is intervalo [0;1] teisinga nelygybé

T Y 2

+ S —7=-
V202 +3  V222+3 V6

Kadangi nelygybé simetriska z ir y atzvilgiu, tai galime tari, kad z < y. Tuomet,

T Y T 1
+ < + :
V2243 V22243 0 V222 +3 0 V222 +3

Is ¢ia seka, kad reikia jrodyti nelygybe \/2;:2 =t \/2:812 s < % Ja pertvarke,

gauname, kad ji ekvivalenti tokiai nelygybei: v/5(z + 1) < 2v/222 + 3 arba 322 —
10z 4+ 7 > 0. Bet §i nelygybé yra teisinga su visais = € [0; 1], nes kvadratinio trinario
Saknys yra 1 ir 2%.

4. Trikampio ABC krastiniy ilgiai yra 3 is eilés einantys naturalieji skaiciai. IS
virsunés A nubrézta pusiaukrastiné yra statmena kampo B pusiaukampinei. Raskite
trikampio krastiniy ilgius.

Pastebime, kad AABC — lygiasonis (1 pav.). Kadangi AB = BD, tai BC = 2AB,
t.y. arba BC'=2,0 AB =1, arba BC =4, o AB = 2. Pagal salyga, abiem atvejais
AC = 3, bet trikampis, kurio krastiniy ilgiai 1,2 ir 3 neegzistuoja.

ATSAKYMAS: trikampio krastiniy ilgiai yra 2, 3 ir 4.
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1 pav.

3 X klasé

1. Turime aritmetine progresijq a,b,|ldots ir geometrine progresijq a,b, ... (a # b).
Zinome, kad treciasis geometrinés progresijos narys by yra lygus aritmetinés progre-
sijos desimtajam nariui ai1g. Kuriam aritmetinés progresijos nariui lygus ketvirtasis
geometrinés progresijos narys by?

Kadangi a = a1 = by ir b = as = bs, gauname, kad a+d = a-q. IS salygos b3 = a1g
seka, kad a(¢>—1) = 9d ir d = a(q—1). Taigi a(¢*—1) = a(¢g—1)(¢g+1) = 9d = d(qg+1).

Is salygu b = a + d ir a # b gauname, kad d # 0. Taigi 9 = ¢+ 1 ir ¢ = 8. IS ¢ia
by=ag® =a(@®—1)+a=a+alg—1)(¢*+q+1)=a+d- 73 =arn.

ATSAKYMAS: by = a74.

2. Raskite didZiausig reiskinio

[0;1].
Pastebime, kad kai x = y = 1, reiskinio reikSmeé lygi % IX klasés 3 uzdavinio

x y . . .
o + 5= reiksme, kai @,y yra intervale

sprendime jrodyta, kad didesniy reiksSmiy reiskinys jgyti negali.

.2
ATSAKYMAS: 7

3. Tarp dviejy vienody dviZenkliy skaiciy jrasomas dvigubai didesnis dvizenklis
skaicius. Gautasis sesiaZenklis skaicius yra naturaliojo skaiciaus kvadratas. Raskite
visus tokius dviZenklius skaicius.

Tarkime, kad duotasis dvizenklis skaic¢ius lygus a, 10 < a < 50, tuomet gautasis
skai¢ius A = 10000-a+100-2a+a = 10201a = 101%a. Taigi skaic¢ius a yra natiiraliojo
skaic¢iaus kvadratas. IS ¢ia seka, kad a gali buti: 16, 25, 36 arba 49.

ATSAKYMAS: 16, 25, 36 ir 49.

4. Staciakampio ABCD krastiniy ilgiy santykis AD : AB = 3. Krastinéje AD yra
toks taskas F, kad AE : ED = 2. Raskite kampq tarp tiesiy AC ir BE.

Sakykime, kad AB = a, tada AD = 3a, AC = \/10a. Pastumiame atkarpa BFE
vektoriumi B A ir gauname atkarpa AF = BE = CF = +/5a (2 pav.). Pagal kosinusy
teorema AACFE turime: cos ZCAF = % = % Beliko pastebéti, kad
ZCAF lygus ieskomajam kampui tarp tiesiy AC ir BE.

ATsAKYMAS: 450,

4 XI klasé
1. Irodykite, kad su visais teigiamais skaiciais x, y, z teisinga nelygybé

— +
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B e c
A D
E
F
2 pav.

Pritaikius nelygybe, siejancia teigiamyju skaiciy aritmetinius ir geometrinius vi-

durkius, gauname:
28 a3
—4y+223-¢/— y-z=3w
Y-z Y-z

3 23
— 4 z4+x>=23y ir —+x+y=3z2.
x-y

Analogiskai:

Sudéje sias tris nelygybes ir sutrauke panasiuosius narius, gauname, kad jrodomoji
nelygybé teisinga.

2. Turime aritmetine progresijq a,b, ... ir geometrine progresijq a,b, ..., (a #b).
Zinome, kad treciasis geometrinés progresijos narys bs yra lygus aritmetinés progre-
sijos desimtajam nariui aig. Kuriam aritmetinés progresijos nariui lygus ketvirtasis
geometrinés progresijos narys by?

Zr. X klasés 1 uzdavinj.

3. Isspreskite lygciy sistemq

s(¥+3) = -1,
y(3+2)=-1
z(f +4)=-5

Atskliaudus kairigsias puses ir pazyméjus = = a, % = b, &= = ¢, gauname lygciy
sistema:

a+b= *i’

a+c= f%,

b+ c=—5.
Sudedant po dvi jos lygtis ir atimant treciaja, gauname, kad a = —%, b = —4,
¢ = —1. Taigi ab = 2% = 1, ac = y*> = 1 ir be = 2% = 4. Matome, kad 2yz < 0, ir i

¢ia gauname keturis sprendinius.
AtsakyMas: (1;-1;2), (1;3;-2), (—1;3:2), (—1;—3;—2).
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A E
B
3 pav.

4. Apskritime nubréztos staciu kampu susikertancios stygos AB ir CD, be to,
AD = m, BC = n. Raskite apskritimo spindulj.

Bréziame styga AFE, lygiagrecia su styga C'D (3 pav.). Kadangi lankai AC ir ED
lygus, tai lygus ir lankai CAFE ir DFEA. IS ¢ia seka, kad CE = AD = m. Kadangi
tiesés AB ir AE statmenos, tai atkarpa BE — apskritimo skersmuo. Todél ZBCE =
90°. Tuomet BE? = BC? + CE? = m? + n?. I8 &a spindulys r = 2v/m? + n2.

ATSAKYMAS: 7 = $v/m? + n2.

5 XII klasé

1. Irodykite, kad su visais teigiamais skaiciais x, y, z teisinga nelygybé

Zr. XI klsés 1 uzdavinj.

2. Isspreskite lygciy sistemq

"E43) =%,
G+5=-1
z(ﬁ + ) = —5.

Zr. X1 klasés 3 uzdavini.

3. Raskite visus naturaliyjy skaiciy trejetus, turincius savybe: prie bet kuriy dviejy
1S jy sandaugos pridéjus vienetq, gautasis skaic¢ius dalijasi is treciojo skaiciaus.

Sakykime, kad ieskomaji trejeta sudaro skaiciai a < b < ¢. Jei a = 1, tada is
salygos a-b+ 1 = c-k gauname, kad ¢ < b+ 1. Taigib < c < b+ 1. Jeic =0, is
jau nurodytu salygu seka, kad b = ¢ = 1 ir gauname sprendinj {1;1;1}. Jeic=b+1,
tai is salygos ac+ 1 = b - [, gauname, kad | = Z’JFTQ € N. Taigib=1arbab= 2 ir
gauname dar du uzdavinio sprendinius {1;1;2} ir {1;2;3}.

Pastebékime, kad skaiciai a, b, ¢ yra poromis tarpusavyje pirminiai: jei, tarkime,
a ir b turi bendra daliklj d, tai i$ jau nurodytos salygos a - ¢+ 1 = b- [, gauname, kad

Liet. matem. rink. LMD darbai, ser. B, 563, 2012, 169-174.



174 E. Jakaityté, A. Kaucikas, E. Mazétis

4 pav.

d = 1. Todél, kai a > 2, galioja grieztos nelygybés a < b < c¢. Tolaiu laikysime, kad
> 2. Irodysime, kad tada b = 3. Jei b > 4, tada ¢ > 5 ir abc > 40.

Analizuosime reiskinj S = ab + bc + ca + 1. Akivaizdu, kad skaicius S dalijasi is
kiekvieno is skaiciy a, b, c. Kadangi sie skaic¢iai yra poromis tarpusavyje pirminiai, tai
S dalijasi iS a- b - ¢, todél abe < S. IS nelygybiq 5=>1, b > 1, £ > 1 gauname, kad
ab < “g‘, be < ag‘, ca < ab‘ . Taigi S < 20 Labe + 1. Kadang1 abc 40, gauname, kad
20 Lobe +1 < abe, vadlna51 kal b >4, S < abc — priestara. Kai b = 3, tada a = 2 ir

¢ = 7. Gavome dar viena uzdavinio sprendinj {2;3; 7}.
Arsakymas: {1;1;1}, {1;1;2}, {1;2;3}, {2;3;7}.

4. Apskritimas liecia kampo POQ krastines OP ir OQ atitinkamai taskuose A ir
B. Taskas C' yra mazesniojo lanko AB taskas, nutoles nuo tiesiy OP ir OQ atstumais,
lygiais a ir b. Raskite tasko Catstumg iki tiesés AB.

Is tasko C nuleidziame statmenis C'M, CN ir C'L atitinkamai j tieses OA, OB
ir AB (4 pav.). Kadangi ZCBL = LZCAM, tai ACMA ~ ACLB. 18 ¢ia seka, kad
oM = &4 Analogiékai ACAL ~ ACBN, todél teisinga lygybé: & = £4. I3 ¢ia
gauname kad CL CN, t.y. CL?=CM -CN =a - b.

ATSAKYMAS: CL = v/ab.
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SUMMARY

Survey of LEU olympiad 2012 for young mathematicians

E. Jakaityté, A. Kaucikas, E. Mazétis

The texts and solutions of the LEU young mathematicians olympiad — 2012 are presented.

Keywords: mathematical olympiads, problem solving.
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