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Santrauka. Siame straipsnyje nagrinéjami ir aptariami kai kurie natiiraliis uzdaviniy spren-
dimo ir mokslo teorijy vystymosi panasumai.

Raktiniai zodziai: uzdaviniy sprendimo etapai, naturali mokslo teorijy raida, mokykliné didaktika,

kturybingumo potencialas, uzdavinio pateikimo estetika.

Niekas nebesigincija, kad bet kuris mokslas susideda is tam tikry fakty ar teiginiy,
kuriuos tas mokslas nagrinéja (ir, vadinasi, laiko juos teisingais) ir samprotavimy
apie juos. Taigi, paprastai sakant, konkretus mokslas turi konkrecius teiginius ir
apie juos konkreciai samprotauja. Besamprotaujant atsiranda naujy fakty ir naujy
samprotavimy. Palaipsniui atsiskiria pagrindiniai faktai ir esminiai samprotavimai
apie juos. IS fakty bazeés kyla teorinis antstatas. NeiSvengiamai visada esti faktai —
teorija ir neiSvengiamai visada yra giliausios iSvados apie juos — filosofija. Fizikai
neisvengiamai prisiminty, kad yra kunas ir yra jo sukeliamas laukas. Yra tos dvi
pagrindinés neiSvengiamos bet kurios mokslinés teorijos dedamosios komponentés.

Norétume pasakyti, kad tokiu poziuriu kiekvieno uzdavinio sprendimas kuria ne
tik to uzdavinio sprendimo buda arba metodika, bet ir to uzdavinio ,,sprendimo moks-
la“. Uzsispyre kiekvieno geresnio ar naudingesnio uzdavinio sprendima mes galétume
laikyti to uzdavinio sprendimo mokslo kurimu.

Tokiame sprendime irgi atsiranda faktai — uzdaviniy sprendimo atveju jais yra
teisingi teiginiai — ir atsiranda samprotavimai apie ju sasajas. Toliau sprendziant uz-
davinj atsiranda nauji faktai-teiginiai ir naujos jzvalgos apie ju sasajas ir taip tesiasi
iki uzdavinio sprendimo pabaigos. ISsprendus uzdavinj uzdavinio sprendimo mokslas
iS esmes baigiasi. Ir jeigu uzdavinys yra grazesnis ar kaip kitaip vertingas, tai la-
bai svarbus esti tinkamas uzdavinio sprendimo ,,mokslo“ pateikimas arba uzdavinio
sprendimo pateikimas.

Straipsnyje panagrinésime keleto tokiy uzdaviniy sprendima ir paméginsime is-
kelti kai kuriuos metodinius ir psichologinius tokiy ,uzdaviniy sprendimo mokslo*
ypatumus.

Paimkime kokj nors nelabai lengva uzdavinj ir paméginkime jj spresti ir spresdami
paziurékime, kokia gali buti ir i$ ko gali susidéti tokio uzdavinio sprendimo praktiné
ir teoriné puseé.
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Sioje vietoje labai sunku susilaikyti nepacitavus viena mintj, iSspausdinta 2003
mety JAV zurnalo Notices of American Mathematical Society birzelio—liepos numerio
vedamajame:

,2Matematika yra panasi j brilianta: iSskirtinai kieta medziaga, bet labai
vertinga ir nepaprastai vertinama tiek dél savo taikymy pramonéje, tiek
ir dél savo vidinio zavesio.

Galima buty pridurti, kad stabilus dalykai, jei jie tikrai vertingi, tai niekada nebuna
negrazus arba labai jau paprastai ,sudéti®.

Kita, gal net kietesné iSvada buty tokia, kad viskas, kas ¢ia yra pasakyta apie
matematikos kaip mokslo kietuma, pritaikomuma ir grazuma, tinka ir kalbant apie
praktiskai bet kokio jdomesnio (tada daznai ir sudétingesnio) uzdavinio sprendima.

Vel mes dar kalbésime ir apie uzdavinio sprendimo zavesio ,konkretuma*.

Paimkime tokj uzdavinj, kurj mes radome Argentinos olimpiadoje — norétume
priminti, kad $iy mety Pasauliné moksleiviy matematikos olimpiada vyks tolimojoje
Argentinoje. Sioje vietoje, jeigu jau prisiminéme Argenting, tai malonu buty prisi-
minti ir tai, kad Olimpiada Argentinoje jau yra vykusi ir 1997, kurioje 6-tuoju (paciu
sunkiausiu uzdaviniu buvo musiskio Giedriaus Alkausko pasiulytas uzdavinys.

Pilng jo sprendimo teorija per labai trumpa sprendimui skirta laika sugebéjo su-
kurti 11 pasaulio ¢empionato dalyviy.

Cia norétysi prisiminti nemirtingojo Getés zodzius , Teorija, brolau, sausa Saka,
uztat gyvenimo vaisingas medis zydi” — tik vietoj zodzio sausa taip ir norisi sakyti
Hsunki“,  rimta“, ar net ,nepalenkiama®. Rimti dalykai nebuna paprasti.

Bet dabar jau grizkime prie paties uzdavinio:

Kiek maZiausiai svareliy (nebutinai vienodo svorio) reikéty turéti, kad juos visus
buty galima suskirstyti ir 34, ir 35, ir 9 vienodo svorio kruveles?

Kas is karto krenta j akis jau beveik po pirmo dirsteléjimo i salyga. Nerizikuodami
kalbéti uz visus norétume pasakyti, kad j akis tikrai krinta tai, kad tie skaiciai yra
»kas sau”, t.y., jie neturi bendry dalikliy ir dar tai, kad abieju mazesniyju skaic¢iy
suma duoda didziausiajj skaiciy.

Todél elgdamiesi atsargiai mes galétume sukurti sau Sio uzdavinio sprendimo tre-
niruote spresdami, pavyzdziui tokj uzdavinj, kuriame vietoje skaiciy 4, 5 ir 9 imtume
skaicius 2, 3 ir 5:

Pagalbinis uzdavinys:

Kiek maZiausiai svareliy (nebutinai vienodo svorio) reikéty turéti, kad juos visus
buty galima suskirstyti ir § 2, ir 3 3, ir § 5 vienodo svorio kruveles?

Pirmiausiai tikty pastebéti pagrindinj egzistencinj fakta arba tai, kad uzdavinio
kurimo teorija apskritai yra jmanoma.

Paimkime

2-3-5=30

vienody svareliy ir tada mes matome, kad 30 tokiy svareliy sistema tikrai yra viena
is jmanomy galimybiy atlikti tai, ko i$ musy tikisi uzdavinys. Tikrai, 30 svareliy mes
galime suskirstyti ir j

2 vienodo svorio grupes po 15,
irj
3 vienodo svorio grupes po 10,
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ir
5 vienodo svorio grupes po 6 svarelius.

Dabar, kai mes jau nebeabejojame uzdavinio issprendziamumu, arba uzdavinio
sprendimo teorijos egzistavimu, mums beliko i$ visy galimu tokiuy svareliy rinkiniy
(kartojame, nebutinai vienody, kaip pas mus kad dabar buvo) iSrinkti sistema su
paciu maziausiu svareliy skaiciumi.

Mums nekelia jokiy abejoniy, kad jeigu egzistuoja tinkama baigtiné svareliy sis-
tema, tai atsiras ir sistema su maziausiuoju svareliy skaic¢iumi.

Taciau sioje vietoje mes turime is karto pasakyti, kad jeigu mes spresime uzdavinj
nenaudodami aklos perrankos, kai tiesiog mechaniskai arba kompiuteriu iSgaudomi
arba suregistruojami visi tinkami atvejai, tai tada, kai mums jau pasirodys, kad sis-
temos su mazesniu svareliy skaiciumi jau nebeatsiras, tai tada tai, kad nebegalésime
iSsiversti su maziau svareliy, mums teks jrodinéti.

Todél dabar mums reikia paimti kokia nors nebloga praktine reiksme ir véliau
meéginti mazinti svareliy skaiciy.

Sakysime, mums visai tikty jau tik 10 svareliy sistema, susidedanti is tokiy svoriy

1,1,1,1,1,5,5,5,5,5.
Ja tikrai galima suskirstyti ir i dvi lygias grupes
1414+1+1+1454+5 ir 54+5+5,
galima ir j 3:
1+1+1+1+1+5, 5+5, 5+5,
galima ir j 6:
145, 145, 145, 1+5, 1+5 1+5.

Ir jau gali pasirodyti, kad tai labai gerai, kad jau reikés imti abstrakciai sampro-
tauti, kad jau daugiau nebegalima turéti su maziau svareliy, bet ¢ia iSnyra sistema

1,1,1,3,3,3,6,6,6,

kurioje yra vienu svareliu maziau ir kuri irgi ,susidélioja® ir | 2, ir j 3 ir j 5 lygias-
vores dalis. Tai gal jau dabar galima buty imti jrodinéti, kad su maziau svareliy
neissiversime.

Tada miusy uzdavinio sprendimo teorijos kurimas jau buty pasibaiges ir galéty
buti tobulinamas veikiausiai jau tik jos pateikimas.

Taciau pries pat griebdamiesi jrodinéjimo, pamatome, kad su 8 svoriais iSsiversti
imanoma: tikrai imdami 8 svareliy sistema, susidedancia is

2,2,3,3,4,4,6,6,

matome, kad ,misija“ imanoma.
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Skirstinys 2+ 4, 244, 3+ 3, 6, 6 rodo, kad svarelius galima suskirstyti j 5 lygias
dalis. Skirstinys 2+ 2+ 3 4 3, 4 4+ 6, 4 + 6 rodo, kad rinkinj galima suskirstyti ir i 3
lygias dalis, belieka ji dar sudélioti ir j dvi lygiasvores dalis — tai irgi imanoma:

24+2434+4+4 ir 3+6+6.

Dabar labai rupéty gauti priestaravima tam, kad galima iSsiversti su 7 svareliais. Tar-
kime, kad tai jmanoma ir galima viska padaryti su 7 svareliais. Tada tame rinkinyje
turi buti bent trys svorio 6 svareliai. Kitaip, jeigu tokiy buty tik 2, tai dar trys svorio
6 rinkiniai susidéty iS bent dviejuy svoriy kiekvienas ir iS viso svareliy jau buty

24+3.2="38,

o ju tiek néra, jy pagal salyga yra tik 7.

Taigi turi buti bent 3 svorio 6 svareliai. Daugiau jy buti negali, nes telikty dau-
giausiai 6 vienety svorio rinkinys, su kuriuo mes niekaip jau nesudétume trijy rinkiniy
po 10.

Jeigu yra 3 svorio 6 svareliai, tai is$ likusiy 4 svareliy, kuriy svoris yra 12 reikia
galéti isdéti 3 rinkinius po 4 ir dar butinai turéti 2 nelyginius svarelius, nes reikés
isdeti 2 kartus po 15. Tada tie abu nelyginiai svoriai jeina arba j ta patj svorio 4
rinkinj ir tada jis yra 3+ 1 arba 1 + 1+ 2. Jei 3 + 1, tada dar ir kitas 4-iy svorio
rinkinys turi buti sudétinis, nes jei né vienas toks nebuty, tai tada i$ rinkinio 1, 3, 4,
4 jau nebesusirenka du rinkiniai po 6. O atvejis 1 4+ 1 + 2 reiskia, kad is viso rinkinyje
svareliy jau 8, nes dar turi buti 2 svareliai po 4 ir jau susirenka 8 svareliai 1, 1, 2, 4,
4, 6,6, 6.

Taigi jrodéme, kad tokiame svoriy rinkinyje turi buti bent 8 svareliai.

Matome, kad ir ¢ia, kaip ir visada, sprendziant nors kiek rimtesnj uzdavinj turime
wkonkrety“ darbg su faktais, Siuo atveju su svoriy rinkiniais ir toliau samprotavi-
mus, tai yra turime uzdavinio filosofija arba abstrakcius samprotavimus, vienu ar
kitu pozifiriu nagrinéjancius visus tokius rinkinius. Sioje vietoje i$ karto pateikiame
skaitytojams ir kita panasy uzdavinj, kurj jus véliau galétumeéte iSspresti jau ,savo
malonumui®. Spresdami Jus is karto pajusite ty sprendimy giminyste.

UZDAVINYS. Ant stalo guli vienas milijonas lity monetomis po vieng litg. Monetas
leidziama ,sustumti® § kruveles, bet taip, kad véliau, neardant ty kruveliy jas buty
galima vienaip sustumti j 8 kruvas po 125000 lity ir kitaip sustumti 5 ,superkruvas®
po 200000 lity.

Uzdavinio teorijos esmé siuo kartu bus issiaiskinti, kiek tada daugiausiai lity gali
buti pacioje maziausiai lity turincioje pinigy kruveléje.

Siuo atveju sprendziant uzdavinj ankséiau ar véliau mes atsiremiame j tokia su-
stumimo j kruvas schema;:

4 x 50000, 4 x 75000 ir 4 x 125000,
kuri tikrai susidélioja ir j 8 superkruvas po 125 000:
4 x (50000 + 75000) ir 4 x 125000.
ir taip pat i 5 superkruvas po 200 000:

50000 + 50 000 + 50 000 + 50 000, 75000 + 125 000,
75000 + 125000, 75000 + 125000, 75000 + 125 000.
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Dabar jau uzdavinio teorijos eksperimentiniy duomeny kaupimas pamazu baigiasi,
nes niekaip nebepavyksta sustumdyti tuos litus taip, kad maziausioje kruvoje buty
daugiau kaip 50000 lity.

Ir tada tenka tarti: tarkime, kad pacioje maziausioje kruvoje galima turéti daugiau
50000 lity.

Tada visos superkruvos, turinc¢ios po 125000 lity turi buti sustumiamos is bent
dvieju (o tada lygiai i$ dvieju kruveliu). Jeigu butu ne taip, jeigu butu kokia nors
125000 lity kruvelé, tai tada ji dalyvauty ir 200 000 superkruvos sustumdyme ir tada
rastysi ir kruvele, turinti lygiai 75000 lity.

Toji 75000 lity kruvelé, dalyvauty kokios nors 125000 superkruvos sustumdyme
ir dalyvauty butinai su tokia nors 50000 lity kruvele, o tai jau priestara tam, kad
pacioje maziausioje kruveléje turime daugiau kaip 50000 lity.

Vadinasi visos 125000 lity superkruvos yra sudétinés, arba ,,susistumia“ i daugiau
kaip vienos, vadinasi, susideda is bent 2 kruveliy.

Kadangi superkruvy po 125000 yra 8, o kiekviena sustumiama bent iS dviejy
kruveliy, tai jy yra bent 16.

Taciau tada is ty bent 16 kruveliy stumdydami jas i 5 superkrivas po 200000 lity
i bet viena 200 000 lity kruva busime priversi imti bent 4 kruveles — galima tai vadinti
ir Dirichle principu.

Taciau imdami 4 kruveles su daugiau kaip 50000 lity kiekvienoje kruveléje, mes
200000 lity tikrai negausime, nes gausime daugiau.

Gautasis priestaravimas jrodo, kad pacioje maziausioje kruveléje gali buti daugiy
daugiausiai 50 000 lity.

Dabar jau uzdavinio sprendimo teorija yra jau visiskai sukurta ir varzytis mes da-
bar galétume nebent stengdamiesi kuo vaizdziau ja pateikti. Tai yra svarbu. Nes nuo
to priklauso zmoniy, kurie pajégty suprasti uzdavinio sprendima, jei jie to panoréty,
skaicius.

Nepaprastai jJdomu yra tai, kad uzdavinio sprendimas gali susidéti is dviejuy sakiniy,
bet ir tuo atveju kartais nutinka taip, kad vienas is ty sakiniy gali buti priskirtinas prie
vadinamuyjy konkreciy jzvalgu, o kitas — prie ,pafilosofavimo®, arba keliy konkreciy
izvalgy palyginimo.

Pasiziurekime j tokj uzdavinj ir pasiziurékime, kaip konstruojama jo sprendimo
teorija, arba pakeliui iSspreskime viena Ukrainos uzdavinj — tik su kiek didesniais
skaiciais (bet Siuo atveju tai, kaip matysime, jokios reikSmeés neturi).

UZDAVINYS. Nustatykite, ar skaicius

(1+2+43+---+2010+2011)%"2 + (1 + 243+ -+ + 2011 4 2012)%"

Yra pIrminis ar nera.

Is karto geriau nesakykime, kelintai klasei skirtas tas uzdavinys, kad isvengtume
papildomo Salutinio poveikio.

Toks skaicius net informatikui visai neatrodo mazas, o koks skaic¢ius yra pirminis,
apskritai niekam priminti nereikia.

Siuo atveju, kai skai¢ius yra tikrai didelis, tai jis tikrai nebus pirminis, jei mes
sugebésime ,jziuréti“, kokj nors nedidelj daliklj — tik kad ne 1.

Pirmoji konkreti jzvalga arba uzdavinio sprendimo teorijos ,,eksperimentiné bazé“
galéty buti susijusi su nustatymu, ar pirmyju skliausty skaicius

1+2+3+---+42010 + 2011
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yra lyginis ar ne. Mes tuojau galétume pastebéti, kad tas skaicius yra lyginis (jis
pagal progresijos formule) yra 1006 - 2011, lygiai kaip lyginis yra ir skai¢ius

14+2+3+---4+2010+ 2011 + 2012,

nes jis yra 1006...2013.

Taigi skaitiniais eksperimentais turime, kad abu tie skaiciai yra lyginiai. Toliau
jau belieka tik pasakyti, kad bet kuris lyginio skai¢iaus laipsnis vél yra lyginis skaicius,
o dviejy lyginiy skaiciy suma — vel lyginé.

Taip musy didziulis skaic¢ius néra pirminis, nes yra lyginis ir dalijasi i$ dvieju.

Siuo atveju mes tik galétume nurodyti, kad $ioji trumputeé teorija gali buiti gerokai
sutrumpinta pastebéjus, kad didziuliai ty abiejuy gretimu skliausty skaiciai

1+24+3+---+2010+2011 ir 1+2+4+34---42010+ 2011 + 2012

skiriasi paskutiniuoju antryjuy skliausty démeniu 2012 ir todél jie abu yra tokio paties
lyginumo — Siuo atveju visai nesvarbu, kokio uzdavinio sprendimo isvados bus lygiai
tokios pacios, nes ir nelyginio skaic¢iaus bet kuris laipsnis yra nelyginis ir tada dviejy
dabar jau nelyginiy skaic¢iy suma veél yra lyginé.

PAGRINDINES ISVADOS BUTU TOKIOS:

1. Bet kurio matematinio ar kitokio uzdavinio sprendimo procesas i§ esmés niekuo
nesiskiria nuo mokslinés teorijos vystymosi raidos (nebent apimtimi) .

2. Matematikos uzdavinio sprendimo trumpumas daznai leidzia labai veiksmingai
ir patraukliai isryskinti skirtingus uzdavinio sprendimo momentus ir pabreézti ju
svarbg lyginant juos su svarbiais konkretaus mokslo raidos etapais.

3. Matematinio uzdavinio sprendimo skirtumas nuo mokslo teorijos eksperimenty
yra tas, kad matematiniai eksperimentai ,nieko nekainuoja“. Jie gali buti bet
kada ,sustabdyti® ir vél pratesti.

4. Dél tukstantmecio matematikos vystymosi raidos jos aparatas yra labai tobulas
ir tai leidzia net paprastam aritmetiniam uzdaviniui suteikti didelj interpretacing
elegancija.

5. Tikros kurybos elementai labai skatina mokiniy kurybine vaizduote ir kelia ju
inovacinj potenciala.

Straipsnyje minimy aspekty poziuriu klasikinis tekstas buvo ir lieka Polya kny-

ga [2]. Tiems dalykams yra skirta yra skirta ir vieno i$ straipsnio autoriy knygelé [1].
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SUMMARY

Solving of mathematical problems as preimage of creation and developing of
scientific theories

R. Rudaleviciené, R. Kasuba

In the paper some aspects of natural analogy and similarity between problem solving and creation
and developing of scientific theories are discussed.

Keywords: Steps in problem solving, natural developing of scientific theories, school didactics, po-
tential creativity, elegancy of problem posing.
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