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Santrauka. Vienos lygéiu sistemos pavyzdziu analizuojami sistemy sprendimo ypatumai.
Nagrinéjamas kubiniy lygéiy sprendimas. Yra patarimy pradedanciajam olimpiadininkui.
Raktiniai zodziai: olimpiados, kubinés lygtys, lygciu sistemos.

61-ojoje Lietuvos mokiniy olimpiadoje (Utena, 2012 04 02) vyresnieji (11-12 kla-

sés) sprendé tokj uzdavinj:
Isspreskite lygciy sistemq

Pty 22 =2, 1)
y*+y(z — o) =30, (2)
23+ 2(x —y)? = 16. (3)

Sprendimas. Pirmas budas (zr. [2]). Duotoji lygéiuy sistema ekvivalenti sistemai

x(acQ + 4% + 22) —2xyz = 2, (4)
y(2? +y° + 2%) — 2zyz = 30, (5)
z(2® +y? + 2%) — 2zyz = 16. (6)

Sudéje dvi pirmas lygtis ir atéme treciaja, padauginta is 2, gauname
(z+y—22)(2* +y*+2%) =2+30-2-16=0. (7)

Taigi 22 + 9% + 22 = 0 arba z = (z + y)/2. Pirmuoju atveju » = y = z = 0, taciau
Sis trejetas néra lygciy sistemos sprendinys. (Be to, is lygéiu sistemos matome, kad
né vienas is skaiciy x, y, z negali buti lygus 0.) Vadinasi, bet kuriam lyg¢iy sistemos
sprendiniui (z,y, z) galioja lygybé z = (x 4+ y)/2. IS pirmos lygties, padaugine ja i$ 4
ir jrase 2z = x 4+ y, gauname

ac(5ac2 +5y% + 2xy) — dzy(z +y) =8,
o i$ antrosios lygiai taip pat
y(5ac2 + 5y% + 2zy) — dwy(z + y) = 120.
Padauginkime pirmaja lygybe iS 15 ir atimkime antraja:
0=15-8—-120
= (152 — y) (52% + 5y* + 22y) — 602y (z + y) + dzy(z + )
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= 7523 — 5xy + T5xy? — 5y° + 3022y — 22y? — 562%y — 56xy>
= 752% — 31a”y + 172y® — 5y® = 2°(75 — 31t + 17¢% — 5¢%),

kur ¢t = y/x (kaip jau zinome, x # 0). Kadangi
75 — 31t + 17¢* — 5¢> = (3 — ¢)(5t* — 2t + 25) = 0,

tai t = 3 arba 5t2 — 2t +25 = 0. Pastaroji lygtis realiyjy $akny neturi, nes kvadratinio
trinario diskriminantas yra neigiamas, vadinasi, t = 3. Taigi y = tx = 3z ir z =
(x 4+ vy)/2 = 2x. Dabar i$ lygéiu sistemos pirmos lygties gauname

2=atx(y—2)? =2+ 23z — 22)* = 2® + 2® = 225
Vadinasi, 2> =1, x = 1, y = 3z = 3 bei 2z = 2z = 2. Nesunku jsitikinti, kad trejetas
(z,y,2) = (1, 3,2) tenkina lygciy sistema.

Atsakymas. (x,y,z) = (1,3,2).

Musu straipsnelio tikslas — panagrinéti Sios sistemos sprendima, bet svarbiausia —
pradedantysis olimpiadininkas ¢ia ras patarimu (kurie gali praversti sprendziant ne
tik §j uzdavinj).

Antras budas. Pirma sprendimo zingsnj atspéti ne taip jau ir lengva — reikia
atskliausti, ir tik parasius visas tris lygtis pasidaro aisku, kad verta jas supanasinti:
3 4 zy? — 2wyz + 2% = 2,

Y3 + y2? — 2zyz + ya? = 30,
2%+ za? — 2xyz + 2y* = 16.
Taip vél gauname (4)—(6) lygéiu sistema. Pasiziurékime j ja jdémiau: visose lygtyse
kairés pusés démenys yra treciojo laipsnio, o desinéje — laisvieji nariai (nulinio laipsnio
démenys). Tokias lygtis paversti homogeninémis (kad visy démeny laipsnis buty tas
pats) paprasta — uztenka kryzmai sudauginti lygtis — (4) ir (5), (4 ir (6), (5) ir (6):
3030(302 + 92 + 22) — 60zyz = 2y(ac2 + 92 + 22) —dzyz,
16z (2 +y? + 2%) — 32zyz = 22(2” +y* + 2
16y(302 +y? + 22) — 32zxyz = 302(302 +y 4z

2) —4dxyz,
2) — 60zyz.
Sutrauke ir suprastine, gauname

15ac(x2 +y? + 22) — y(acQ + 92 + 22) = 28zxyz,

8:E(x2 +y? + z2) — z(:c2 + 9?2 + z2) = ldzyz,

8:5(302 +y? + 22) — 152(3@2 + 92 + 22) = —14xyz.
Idomu, kad dabar i$ bet kuriy dviejy lygéiy gauname ta patj, todél paprasciausia
sudéti antra ir trecia lygtis,
(8x + 8y — 162)(302 + 92+ 22) =0,

o tai ta pati (7) lygtis. Beje, sugalvoti sudeéti (4) ir (5) lygtis ir atimti dviguba (6)
(kaip pirmame bude) taip pat nesunku, matant desines puses 2, 30 ir 16.
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Tolesnis planas aiskus. Kadangi x = y = z = 0 netinka pradinei sistemai, tai
x +y = 2z. Dabar galima issireiksti bet kurj kintamajj kitais, gauti homogenine
treciojo laipsnio lygtj ir nesunkiai jsitikinti, kad ji turi vienintelj sprendinj.
Beje, apie lygties
563 — 17t + 31t —75=10

sprendima. Jeigu apie kubine lygti nieko nezinome, iSspresti ja néra paprasta (pir-
mame bude apie tai nekalbama). Vis délto kubine lygtj su sveikaisiais koeficientais
nesunku isspresti, jeigu ji turi bent viena racionaliaja Saknj. Racionaliosios sios lyg-
ties Saknys tegali buti pavidalo =2, kur m — skaiciaus 75 = 3 - 52, o n — skai¢iaus 5
daliklis (7r., pvz., [3]). Be to, matome, kad ¢t > 0, — kitaip kairé lygties pusé neigiama.
Taigi reikia perrinkti skaicius 75,25,15,5,3, 1, %, % Isitikiname, kad t = 3 tinka, o
tada daugiau jau nieko nebereikia — kaire puse lengva iSskaidyti, nes joje bus daugiklis
t— 3.

Yra ne viena galimybé skaidyti. Viena ju — dalyba kampu (zr., pavyzdziui, [1]):
padalije 5t + 17t% + 31t — 75 i§ t — 3, gauname 5t> — 2t + 25. Kita galimybe — vis
papildyti daugianarj reikiamais démenimis:

563 — 17t% + 31t — 75 = 5t° — 15> 4 15t — 17t% + 31t — 75
=5t3(t — 3) — 2t> + 31t — 75
= 5t%(t — 3) — 2% + 6t — 6t + 31t — 75
= 5t2(t — 3) — 2t(t — 3) + 25t — 75
= (t —3)(5t* — 2t + 25).

Pagaliau, trecia galimybé — keisti t — v + 3. Tada lygtis turés sprendinj u = 0 ir virs

5(u+3)% —17(u+3)* +31(u+3) — 75 =0,
(u+ 3)%(5u + 15 — 17) + 31u + 18 = 0.

Atlike veiksmus, gauname
5u® + 28u* + 64u = 0.

Si lygtis taip pat kubiné, bet didelio mokslo ja spresti nereikia: uztenka iskelti .

Beje, mintis parasyti §j straipsnelj gimé olimpiados vertinimo komisijoje disku-
tuojant, ar sprendziant sistema neiSvengiamai tenka spresti kubine lygtj. Paskutinis
budas beveik atsako j klausima. Bet véliau pamatysime, kad galima i$ viso issisukti
nuo kubinés lygties sprendimo.

Trecias budas. Spreskime sistema is naujo.

1. Pabandykime atspéti sprendinj. Ypac¢ paprasta atspéti sveikuosius sprendinius
(zinoma, kai ju yra). I$ (1) lygties x(2? + (y — 2)?) = 2 aigku, kad = > 0. Panagiai
i (2) ir (3) y > 0, z > 0. Tada atmetame antruosius démenis: z* < 2, y < 30,
23 <16, t.y. v <1,y <3, z <2 Bet taip pat aiku, kad y # z, nes prieSingu
atveju 2% = 2, 0 2 néra sveikojo skai¢iaus kubas. PanaSiai x # z, x # y. Vadinasi,
vienintelé galimybé yra x = 1, y = 3, z = 2. Patikriname — sprendinys tinka. Taigi
yra vienintelis sveikasis sprendinys (1,3,2). Toks panagrinéjimas prie§ sprendziant
labai vertingas: kaip lygtis bepertvarkinétume, sios reikSmeés turi duoti lygybe. Taigi
sprendinio zinojimas labai padeda savikontrolei (pavyzdziui, atliekant gremeézdiskus
pertvarkymus), be to, pamatysime, kaip paprasta spresti lygtis, Zinant sprendinj.
Liet. matem. rink. LMD darbai, ser. B, 563, 2012, 237-242.
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2. Kalbékime apie visus (ne tik sveikuosius) sprendinius. Vél z > 0, y > 0,
z > 0. Tuo taip pat ne karta remsimeés. Beje, aisku ir kad y # z: kitaip buty
v3 +yly — )% =30, y° + y(y — x)? = 16 — priestara. Panasiai v # z, x # y.

3. Kadangi kairiosios pusés homogeninés, atsikratome laisvyjy nariy — sudedame
(1) ir (2) lygtis ir atimame dviguba (3) lygti:

3+ ac(yQ —2yz + 22) + 93 + y(22 —2zx + x2) — 223 — 22(302 — 2xy + y2) =0,

>+ :cy2 +x2? + y3 + yz2 + y:c2 —22% — 2222 — 22y2 =0,
x(acQ + 9% + 22) + y(y2 + 22+ x2) — 22(22 +z? + y2) =0.
Bet 22 + 3% + 22 > 0, todél z +y — 22 = 0.

Issireiskiame y (neverta iSsireiksti z, nes atsiras trupmeny, ir sprendziant koefi-
cientai didés): y = 2z — x. Istacius Sia iSraiska j pradine sistema, liks tik x ir z, taigi
uztenka dvieju lygéiu. Renkameés (1) ir (3) lygtis — ¢ia koeficientai mazZesni:

23 fa(z—2)? =2, 23—1—2(230—22)3 = 16.
Vel atsikratome laisvyjy nariy — lygtis dauginame kryzmai:
823 + 8x(z — x)? = 23 + 2(2x — 22)2. (8)
Turime homogenine lygtj, vadinasi, verta dalyti ja i§ 2% ar z3. Pasvarstykime, ka
geriau turéti, /2 ar z/x. Kadangi tinka @ = 1, z = 2 (dar karta pasitikrinome!), tai
patogiau z/x, todél dalijame i§ 2 (Zinome, kad x # 0):

z 2 AN 2\?
ses(2-1) = (2) +2(2-22) .
T T T T

Pazyméje z/x = ¢, turime lygtj
8 4 8t2 — 16t + 8 = t3 + 4t — 8t% + 4t3,

5t% — 16t% 4+ 20t — 16 = 0,

ir zinome, kad ja tenkina ¢t = 2. Todél isskaidyti paprasta:
5t° — 2062 +20t +4t — 16 =0,  5t(t —2)> +4(t* —4) =0,

(t —2)(5t> — 6t +8) = 0.
Kadangi trinario diskriminantas neigiamas, tai trinaris teigiamas, todél t = 2. Griz-
tame prie x ir z, tada z/x = 2, 2 = 2x, 0y = 2z —x = 4o — x = 3z. Istate y ir z
iSraiskas, pavyzdziui, i (1) lygtj, turime

B4zt =2, 22% =2, 3 =1,

t.y., x = 1. Trejetas (1, 3,2) tenkina sistema.

Padarysime dar viena pastaba. (8) lygt galima spresti ir nejsivedus naujy kinta-
muyju (zinoma, i$ esmes tai tas pat). Kadangi ja tenkina x = 1, z = 2, tai spéjame (ir
isitikiname), kad ja tenkina z = 2z: tikrai, 823 + 8z - 22 = 82 + 2x - 422. Vadinasi,
démenis galima kelti | viena puse ir isskirti daugiklj z — 2z:

23— 8% 4+ 4z(x — 2)? — 8x(2 — x)* =0,
(z — 22) (2% + 222 + 42%) + 4(z — 2)*(z — 22) = 0,
(z —22)(52* — 622 + 82°%) = 0.
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Antruosiuose skliaustuose isskiriame pilnajj kvadrata:

522 — 6zx + 82° = (2522 —30zx + 40x2)

Ot = Ot =

(52 — 3z)* — 92° + 402%] = —[(52 — 3x)* + 3127].

1
5
Kadangi sis reiskinys teigiamas (juk x # 0), tai z = 2.

Ketvirtas budas. Ir vis délto — ar egzistuoja budas, kai i§ viso nereikia spresti
kubinés lygties? Spreskite patys, kiek siulomas budas galéty vadintis tokiu. Kaip ir
anksciau, gauname sarysj y = 2z — z. Irasykime y iSraiska j (1) ir (3) lygtis:

(e —2)? =2 23 +4z(x — 2)* = 16.
Eliminuokime (z — 2)?:
4232 + daz(x — 2)? = 8z, 2% 4+ dxz(x — 2)* = 162,

Atimkime lygtis viena is kitos:

zz(42® — 2%) = 8(z — 22).

Irodykime, kad z = 2z. Tarkime priesingai, — kad z # 2x. Tada lygti galime dalyti i$
20—z #0O:
xz(2z + z) = —8.

Bet zinome, kad = > 0, z > 0, taigi kairé pusé teigiama, — priestara. Vadinasi, z = 2z,
o toliau viska jau matéme.

Penktas budas. Na, ir pagaliau grazus budas, nieko bendra neturintis su anks-
tesniais (jame remiamasi simetriniais trijy kintamujy daugianariais). Perrasykime
(4)-(6) lygtis taip:

:c(:c2 +y2+z2) =2+ 2zyz, y(:c2+y2 +z2) =30+ 2z2yz,
Z(IQ + y2 + 22) =16 4+ 22y=.

Matome, kad jose kartojasi reiskiniai 22 + 2 + 22 ir 2yz. Kyla mintis — o gal galima
pasiekti, kad likty tik jie? Pasirodo, tam yra net dvi galimybés: viena — lygtis
sudauginti, kita — lygtis pakelti kvadratu ir sudéti:

TYZ (x2 + 92+ 22)3 = (2 4 22y2)(30 + 22yz)(16 + 22y=z),
(® +y* + 22)3 = (2 4+ 22y2)® + (30 + 22y2)? + (16 + 2xyz)>.

Pazyméje xyz = u, 2% + y? + 2% = v, turime sistema su dviem nezinomaisiais:

uv® = (24 2u)(30 + 2u) (16 + 2u), (9)
v? = (24 2u)? + (30 + 2u)? + (16 + 2u)?. (10)
Istatome v? i§ antrosios lygties j pirmaja:

u[(2+2u)® + (30 + 2u)® + (16 + 2u)?] = (2 + 2u)(30 + 2u)(16 + 2u).
Liet. matem. rink. LMD darbai, ser. B, 53, 2012, 237-242.
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Dalijame is 4:
u[(1T+u)? + (154 u)? + (8 +u)?] = (14 u)(15+u)(16 + 2u).
Gavome kubine lygti, o jas spresti jau mokame: kadangi u = zyz, tai lygtis turi
sprendinj u = 1 -3 -2 = 6. Pasitikriname, ar nepadaréme aritmetiniy klaidy:
6(7% + 212 +14%) =7-21 - 28.
Si lygybé ekvivalenti padalytai i§ 72,
6(17+324+2%) =7-3-4, 1+9+4=7-2,
taigi teisinga. Vadinasi, musy kubiné lygtis
(290 + 48u + 3u®) = (15 + 16u + u?) (16 + 2u)
turi sprendinj u = 6, ir ja spresti paprasta:
290u + 48u? + 3u® = 240 + 286u + 48u? + 2u>,
u® + 4u — 240 = 0. (11)
Grupuojame: u?—36u+40u—240 = 0, u(u?—36)+40(u—6) = 0, (u—6)(u>+6u+40) =
0, (u—6)[(u+3)?+ 31] = 0. Vadinasi, u = 6, tada i3 (9) lygties
60> =14-42-.28, v>=14-14-14, v =14.
Dabar is (4) lygties x- 14 —12 =2, = 1. I3 (5) lygties y - 14 — 12 = 30, y = 3, i$ (6)
lygties z - 14 — 12 = 16, z = 2. Sprendimas baigtas.
Beje, jei kam nors pasirodyty, kad ir (11) lygties koeficientai per dideli, tai galima
isivesti nauja kintamajj u = 6w (tada lygtis turés Saknj w = 1!):
63w’ + 4 - 6w — 240 = 0, 6%w> 4 4w — 40 = 0, 9w 4+ w — 10 = 0.
Cia grupuoti visai lengva, pavyzdziui,
9w —9w+10w—10 = 0, 9w(w?—1)+10(w—1) = 0, (w—1)(9w?4+9w+10) = 0.

Trinario diskriminantas neigiamas, trinaris teigiamas, taigi w = 1, tada u = 6.
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SUMMARY
An olympiadic system of equations
J. Susinskas, J.J. Macys

Solution of an olympiadic system with three variables is considered. Solution of cubic equations is
discussed. Some advices for young olympiadists are given.
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