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Santrauka. Siame darbe nagrinéjamas empirinio Bajeso metodo taikymas keliy mazy daz-
niy jvertinimui. Modeliuojant keliy kiekybiniy rodikliy — rety jvykiy skaiciy tikimybes, yra
laikoma, kad tikimybés pasiskirsciusios pagal Puasono désnj su skirtingais parametrais, kurie
yra atsitiktiniai koreliuoti Gauso dydziai. Nezinomy parametry jverciai gaunami didziausio
tikétinumo metodu. Isvestos lygtys, kurias turi tenkinti modelio parametry didziausio tike-
tinumo jverciai.

Raktiniai zodziai: Bajeso metodas, tikétinumo metodas, Puasono—Gauso modelis.

Ivadas

Epidemiologiniuose tyrimuose yra aktuali keliy rety jvykiy tikimybiy jvertinimo prob-
lema. Tokiais jvykiais gali buiti sergamumas arba mirtingumas nuo kokiy nors ligy ir
pan. Paprastas santykinis jvertis jvykiy tikimybéms vertinti nelabai tinka:

P=
¢ia Y — jvykiuy skaic¢ius, N — populiacijos dydis, nes populiaciju dydziai gali labai
svyruoti ir gauty jverciy patikimumas gali zenkliai skirtis. Todél Sioms tikimybéms
vertinti yra pasiulytas empirinis Bajeso metodas. Darbe pasinaudojama logit mode-
liu, kuriame jvedamas pagalbinis kintamasis «, isreiskiamas per nagrinéjamo jvykio
tikimybe, ir apibréziamas formule

a=In TP (1)
¢ia P yra tikimybe, kad priklausomas kintamasis jgys reiksme 1, (1 — P) — tikimy-
bé, kad priklausomas kintamasis jgys reikSme 0 [6]. Vieno jvykio tikimybés vertini-
mo algoritmas panaudojant empirinj Bajeso metoda buvo sudarytas P.C. Bradley ir
A.L. Thomas (2000), D. Clayton ir J. Kaldor (1987), R.K. Tsutakava ir kt. (1985)
[2, 3, 7]. O siame darbe empirinis Bajeso metodas pritaikytas keliy rety jvykiy tiki-
mybéms.

1 Puasono—Gauso modelis

Tegul turime populiacijy aibe A = (A;, Ag, ..., Ag), sudaryta i§ K populiacijy, ¢ia
kiekviena populiacija A; turi N; individy, j = 1, K. Tarkime, kad stebint populiacijas
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gali jvykti M tam tikry jvykiu (susirgimo, mirties, . ..). Tikslas yra jvertinti Siu jvykiu
tikimybes P/™, kal Y™ yra stebétas m-to jvykio pasn*odqu skaicius, 7 = 1, K ir
m=1,M.

Empiriniame Bajeso metode yra priimama, kad jvykiy skaiciai Y populiacijose
yra pasiskirste pagal Puasono désnj su parametrais Aj ., = N;- P/", 1 <m < M, t.y,
su tankiu [2, 3, 7]:

)ij

f(ijv )‘j,m) =e Qi Jj=1... K

TN maN 0
)
Puasono—Gauso modelyje priimama, kad jvykiy tikimybiy logitai populiacijose yra
pasiskirste pagal daugiamati normalyjj skirstinj su parametrais p, X' [2], t.y., logit
(1) skirstinio tankis

gla, p, ¥) = exp(—la— ) & -

VIZT- (2m) 2

Tikimybeés P/™ jvertis yra apskaiciuojamas aposterioriniu vidurkiu:

i
NS

a—p)

f+oo — Hk 1 f(Yk N o )g(a,u, X)) da

oo 1+e “j
P — 7
’ DJ(M) 2)

/OO kl_[lf(Y’“ Yo S)da 2)

yra jvykiy skaic¢iaus aposterioriné tikimybeé j-je populiacijoje, j = 1, K. Bajeso me-
todas daznai taikomas statistikoje minimizuojant tam tikras funkcijas isreikstas per
aposteriorinio tankio integrala. Taigi, nezinomi parametrai p, 2 yra vertinami di-
dziausio tikétinumo metodu [2, 7]. Galima parodyti, kad logaritminé tikétinumo

funkcija yra:
400 IVI
N,
zm< [ (o 2 it )
o k=1 !
:7ZIH(DJ'(N;E))7 (3)
j=1

kuria minimizavus gaunami parametry p, X jverciai.

2 Didziausio tikétinumo funkcijos iSvestinés

Tikétinumo funkcija (3) gali buti diferencijuojama daugelj kartu pagal parametrus
w, 3. Sios funkcijos pirmos eilés i$vestines yra:

aLM, if 54 o= ) I, £ (¥ e ) sl s, 2) da "
D](,LL,E) 7

j=1
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OL(p, X)

oxX

K JITET 5 e - w) BT (¥ sl . 2) da
2 D, (1. %)

j=1

(5)

Gautas iSvestines (4), (5) prilyginus nuliui, t.y.,

o ’
ox ’

ir atlikus nesudétingus veiksmus, galima gauti lygtis, kurias tenkina Puasono-Gauso
modelio parametry jverciai

& [=a- T, f(Yj’“, 1::;; )g(a,u, Y) da

=R D, ) / o
1 E e ma = T TIL £ (Y e Js(o,m 2) da
TR 5,00, %) Y

Didziausio tikétinumo jvercius fi, 5 galima apskaiciuoti i§ lygéiy (6), (7) kinta-
mos metrikos metodu [4], isreiskus integralus Ermito-Gauso kvadraturinémis formu-
lemis [1]. Be to, didziausio tikétinumo funkcijos minimizavima ir integravima galima
atlikti pasinaudojus matematine programine jranga MATHCAD, MAPLE ir pan.

3 Puasono—Gauso modelio parametry jverciai

Taip pat, norint rasti parametry u, X didziausio tikétinumo jvercius, (6), (7) lygtis
galima spresti ,fiksuoto tasko iteraciju metodu [5]:

1 K szaHkMd f(Y}ka Nja{?)g(a7ut52t)da

~ 1+e
= — , 8
Pt K < D; (e, 5r) (8)
g E S e e )T TR (0 s e, 52) da
Y= — - , (9
= 2 D, (i, 1) )

¢ia integralus (2), (8), (9) galima apskaic¢iuoti pasinaudojus Ermito-Gauso kvadratu-
rinémis formulémis [1].
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Lygybeése (8)—(9) galima parinkti tokj pradinj taska (uo, Xo):

1 K
Ho = ? Zaga
j=1

K
1 T
o= ;:1 (o = po) (0 = o) ",

0

v, P . . .. .. . “.
Cia a? = In =57, pasinaudojant paprastu santykines rizikos jverciu
j

YO
szﬁ, P} #0, j=1,...,K.
J

4 ISvados

Darbe Bajeso metodas pritaikytas Puasono—Gauso keliy mazy dazniy tikimybiy mo-
delio parametrams jvertinti. Sudarytas algoritmas gali buti taikomas socialiniy ir
medicininiy duomeny analizei.
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SUMMARY

An algorithm for the assessment of several small rates
L. Sakalauskas, I. Vaiciulyte

The present paper describes the empirical Bayesian approach applied in the estimation of several
small rates. Modeling by empirical Bayesian approach the probabilities of several rare events, it is
assumed that the frequencies of events follow to Poisson’s law with different parameters, which are
correlated Gaussian random values. The unknown parameters are estimated by the maximum likeli-
hood method computing the integrals appeared here by Hermite-Gauss quadratures. The equations
derived that are satisfied by maximum likelihood estimates of model parameters.

Keywords: Bayesian approach, likelihood method, Poisson—Gaussian model.
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