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Santrauka. Straipsnyje nagrin¢jamos pagrindiniy komponenciy isskyrimo metodo (PKIM)
taikymo galimybeés vienmaciam Sredingerio uzdaviniui spresti. Pradzioje trumpai pateikia-
mos pagrindinés metodo idéjos, o véliau démesys skiriamas tiesinio Sredingerio uzdavinio
analizei. Nagrinéjant pavyzdzius aptariami svarbiausi — pagrindiniy komponenciy isskyri-
mo, uzdavinio dimensijos sumazinimo ir metodo tinkamumo klausimai. Atlikta analizé ir
skaitiniy skaic¢iavimy rezultatai iliustruoti grafikais.

Raktiniai ZodZiai: vienmatés Sredingerio lygtys, skaitiniai metodai, pagrindiniy komponenéiy is-

skyrimo metodas.

1 Ivadas

Sparciai augantis susidomeéjimas lazerinémis technologijomis, skatina tyrinéti kvanti-
nés mechanikos désnius. Viena pagrindiniy kvantinés mechanikos lygéiy — Sredingerio
lygtis. Savo struktura ji primena parabolinio tipo lygtis. Taciau ji iSreiskia judancios
dalelés bangines savybes, t.y. dalelés judéjima apibudina bangine funkcija.

Sprendiniai tiesinéms ir netiesinéms Sredingerio lygtims yra modeliuojami jvairiais
metodais [1, 5]. Taikomi iSreikstiniai ir neiSreikstiniai skaitiniai metodai, spektrinés
analizés metodai ir pan. [5] straipsnyje netiesinés Sredingerio lygties sprendimui tai-
kytas pagrindiniy komponenciy isskyrimo metodas.

Siame straipsnyje aptarsime tiesinio Sredingerio uzdavinio sprendimo taikant pag-
rindiniy komponenciy iSskyrimo metoda galimybes. PKIM neprarandant svarbiausios
informacijos ir naudojant ortogonaliasias funkcijas sumazinama uzdavinio dimensi-
ja. Kai randami mazesnés dimensijos uzdavinio sprendiniai, naudojant nesudétingas
transformacijas gaunamos pradinio uzdavinio sprendiniy aproksimacijos. Pagrindiniy
komponencéiy iSskyrimo metodas placiau aprasytas [2, 6], o jo taikymo vienmadiam
parabolinio tipo uzdaviniui spresti schema aptarta [4].

2 Uzdavinio formulavimas ir PKIM metodo taikymas

Nagrinéjame vienmatj tiesinj Sredingerio uzdavinj:
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Pirmiausia vadovaudamiesi PKIM idéjomis [2, 4] nustatome pagrindinius vektorius.
Todeél diskretizuojame (1) uzdavinj erdvinés koordinatés kitimo intervala [zg, z ]
parinkdami taip, kad galétume tam tikra laika 7' stebéti mus dominantj procesa:
Whr = Wh X Wy, Cla wp = wp U {:L'(),:CN}, wWr =w,s U {to}, h= I/N,

Wh = {zi:lhv 1= 1527"'5N71}; w-,—:{t] :ij j:172a"'7K; tK :T}
Diskretizuojame lygtyje esancias iSvestines:
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Gia ul = u(xi, t;), ud = uo(x;), ul = 0, uly = 0. Gautaji uzdavinj sprendziame taiky-
dami Kranko—Nikolsono schemg [3, 4] ir diskretaus uzdavinio sprendinj skai¢iuojame
taip:

Uit = yi - %AUj - %AUJ’“, U0 = ug (). (2)

Sios schemos aproksimacijos paklaida yra O(72 + h?) eilés [3]. Kranko-Nikolsono
schema apskaic¢iuojame diskreciuosius uzdavinio sprendinius M laiko sluoksniuose ir
sudarome matrica U = [UY; U?;...; UM]T| kurios eilé yra (M x N). Randame mat-
ricos U SVD skaidinj:

U=SDVT,

¢ia D — jstrizaininé (M x N) eilés matrica (jos jstrizainéje yra matricos U ypatingosios
reik§més), o matricy S ir V7 eilés atitinkamai yra (M x M) ir (N x N). Pagrindiniy
komponendéiy, isskiriamy i$ matricos V', turi buti tiek, kad buty iSsaugoma apie 99%
pradinés informacijos. Mazesnés dimensijos diskretusis uzdavinys gaunamas diskre-
tuji sprendinj uzrasant tiesiniu pagrindiniy komponenéiy déstiniu (¢ — pagrindiniy
komponenéiy (N x s) matrica):

Ul = Y7, (3)

t.y. sprendinio naujame laiko sluoksnyje ieskome taip:

yitl —yi %ﬁA@Yj - %@_me“, YO = Ty, (4)

i i
dia @ ir T — atitinkamai yra pagrindiniy komponenciy ir jos jungtiné transponuotoji
matricos, o U® = (ud,u?,...,u%)T. Iisprende mazesnés dimensijos uzdavinj, pradinio

uzdavinio diskretyji sprendinj surandame pagal (3) israiska. Pasitelkdami PKIM tie-
sinei Sredingerio lygéiai siekéme iSsiaiskinti:

1. Ar pagrindinig komponenciy isskyrimo metodas galéty buti taikomas spren-
dziant tiesinj Sredingerio uzdavinj?

2. Kokios pagrindinés komponenteés isskiriamos? Koks ju skaicius?

3. Kaip gerai jos atkuria sprendinius? Ar tinka tolesnei sprendinio elgsenos prog-
nozei?
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3 PKIM taikymas stovinc¢iai Gauso bangai

Nagrinékime antrajame skyriuje suformuluoty tiesinj Sredingerio uzdavinj (1) imdami
u(z,0) = 6_352, o diskreciajam uzdaviniui erdvinés koordinatés kitimo intervala pasi-

. 2
rinkime [—30, 30]. Zinomas $io uzdavinio tikslusis sprendinys — u(z,t) = _21 +ie% .
Turédami tikslyji sprendinj mes nesprendéme (2) diskre¢iojo uzdavinio, o sprendiniy
rinkinius, reikalingus pagrindinéms komponentéms isskirti, generavome is tiksliojo
sprendinio. Toks pasirinkimas grindziamas tuo, kad mus domina PKIM savybés ir
tikslumas. Tiksliojo sprendinio zinojimas leidzia mums PKIM gautas paklaidas ver-

tinti Lo normoje taip:

aazoglingg—u(xi,tm, j=0,1,...,K. (5)
Pasirenkame erdvinés ir laiko koordinatés zingsnius h = 7 = 0, 1. Naudodamiesi tiks-
liojo sprendinio iSraiska, sugeneruojame sprendinius laiko intervale [0,5] (50 spren-
diniy). Siuos sprendinius naudojame pagrindinéms komponentéms isskirti. Nedidelj
sprendiniy skaiciy pasirenkame tikedamiesi, kad svarbiy komponenciy skaic¢ius bus
mazesnis nei nustatéme Furjé analizés metu (pakankamai gerus sprendinius gauname
imdami 70 skleidinio nariy). ISskyre pagrindines komponentes (10 baziniy vektoriu),
pradinio uzdavinio dimensija, kuri kiekviename laiko sluoksnyje buvo (N x N), su-
maziname iki (10 x 10) ir sprendinius skaic¢iuojame pagal (4), (3) formules. 1 pav.
pavaizduoti pirmyju triju pagrindiniy komponenciy moduliai. Matome, kad gautos
pagrindinés komponentés néra Furjé modos.

Mazesnés dimensijos uzdavinj sprendéme laiko intervale [0, 6]. 2 pav. matome tiks-
liojo sprendinio (iStisiné linija) ir redukuotojo uzdavinio sprendinio (taskeliai) grafikus
laiko momentais t =1, ¢t =2, ¢t =5 ir t = 6. 3 pav. pavaizduota paklaidy, jvertinty
pagal (5) formule, dinamika.

Pastebime, kad pagrindiniy komponenciy metodas gana tiksliai skai¢iuoja spren-
dinius tame laiko intervale, kuris buvo naudojamas generuojant pradine informacija
apie uzdavinj. Vélesniais laiko momentais (2 paveikslélyje matome, kaip osciliuoja
PKIM gautas sprendinys) paklaidos auga (zr. 3 pav.), t.y. baziniai vektoriai neturi
informacijos apie tolesne sprendiniy elgsena.
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3 pav. Stovinti Gauso banga: paklaidy 4 pav. Judanti Gauso banga: pirmuyjy triju
kitimo grafikas. pagrindiniy komponenciy moduliai.

5 pav. Judanti Gauso banga: tiksliojo 6 pav. Judanti Gauso banga: paklaidy
sprendinio ir PKIM gauto sprendinio grafikai kitimo grafikas.
ivairiais laiko momentais.

4 PKIM taikymas judanciai Gauso bangai

Siame pavyzdyje nagrinékime (1) Sredingerio uzdavinj, aprasantj judancia Gauso ban-
ga, kai u(z,0) = e~ @41 Diskreéiajam uzdaviniui erdvinés koordinatés kitimo in-
tervala pasirinkime [—10,50]. Sio uzdavinio tikslusis sprendinys taip pat yra Zino-
)

mas — u(zx,t) = ,/ﬁe%. Pasirenkame erdvinés ir laiko koordinatés zings-
nius h = 0,05, 7 = 0,01 ir naudodamiesi tiksliojo sprendinio israiska laiko intervale
[0, 5] sugeneruojame sprendinius, kuriuos naudojame pagrindinéms komponentéms is-
skirti. 4 pav. pateiktas pirmyjy triju pagrindiniy komponenciy moduliy grafikas.
Sprendziant §j uzdavinj Furjé metodu reikia mazdaug 150 mody, kad gautume gerus
rezultatus.

Sio uzdavinio spredinius pakankamai tiksliai galima atkurti naudojant 30 pagrin-
diniy komponenciy rinkinj. PKIM gautos pagrindinés komponentés turi panasumuy
lyginant jas su Furjé modomis. Tac¢iau baziniai vektoriai lyginant su Gauso stovincios
bangos atveju yra visiskai kitokie. Taip atsitinka todél, kad baziniai vektoriai perima
sprendiniy savybes.

Bégancios bangos atveju, pagrindiniy komponenciy iSskyrimo metodas tampa dar
labiau komplikuotas, nes siuo atveju banga ne tik keicia savo forma, bet ir juda.
5 pav. matome tiksliojo sprendinio (istisiné linija) ir redukuotojo uzdavinio spren-
dinio (taskeliai) grafikus laiko momentais t = 0,5, t = 1, t = 5 ir ¢t = 6. Paklaidy
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dinamikos grafikas pateiktas 6 pav. Kaip ir stovinc¢ios bangos atveju, generuodami
ivarius sprendiniy rinkinius, pastebime, kad pagrindinés komponentés prisitaiko prie
gaunamos informacijos ir ju déka gali buti atkurta informacija tik tame laiko intervale,
kuris buvo naudojamas pagrindinéms komponentéms isskirti.

5 Rezultaty aptarimas ir iSvados

Apibendrindami pateiktus skaic¢iavimy rezultatus galime atsakyti j straipsnio pradzio-
je suformuluotus klausimus ir daryti tokias iSvadas:

1. PKIM leidzia zenkliai sumazinti pradinio uzdavinio dimensija ir gali buti taiko-

mas Sredingerio lygtims tais atvejais, kai informacija bus atkuriama tame laiko
intervale, i$ kurio jau turime dalj informacijos.

2. PKIM bazinius vektorius isskiria toje srities dalyje, kur sprendiniy nurasymo
momentais buvo sprendiniai. Jei banga juda, tai baziniai vektoriai informacijos
apie judéjima gauna nepakankamai.

3. Sprendziant uzdavinius PKIM paklaidos kinta kartu su sprendiniu, t.y. jeigu
banga isplinta, tai didziausios paklaidos yra srities galuose, jeigu banga juda,
tai ir paklaidos slenka kartu su sprendiniu.
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SUMMARY

Proper orthogonal decomposition method for Schrédinger equation

R. Ciegis, G. Jankeviciuté, T. Leonaviciené

In this paper we consider the proper orthogonal decomposition (POD) method for one-dimensional
Schrodinger equation. We begin of the review of basic ideas of POD. Later this method is applied
to study the linear Schrédinger equation. The generation of optimal basis using POD and model
reduction questions are discussed. Also the errors between the POD approximate solutions and the
exact problems solutions are calculated. The results of two numerical examples for standing and
travelling Gaussian wave are presented and analyzed.

Keywords: one-dimensional Schrodinger equation, numerical methods, proper orthogonal decompo-
sition method.
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