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Santrauka. Darbas skirtas pasiskirstymo tankio neparametriniam statistiniam jvertini-
mui. Monte Karlo metodu tiriamas branduolio funkcijos poveikis daugiamodalinio tankio
ivertinimo tikslumui. Parodoma, kad pasitulyta nauja branduolio funkcija efektyvi asimetris-
kiems sunkiy uodegy skirstiniams.

Raktiniai Zodziai: neparametrinis vertinimas, tankio vertinimas, branduolio funkcija.

Ivadas

Neparametrinis vertinimas yra vienas i$ statistiniy metody, kuris leidzia lengvai ap-
doroti duomenis, netaikant jokiy parametriniy prielaidy funkcijai. Sis metodas plac¢iai
iSnagrinétas Silverman veikale [14].

Tegul X (1),...,X(n) yra stebimi nepriklausomi atsitiktiniai dydziai su nezinomu
pasiskirstymo tankiu f(z). Jei funkcija f(z) néra parametrizuota, jai jvertinti taiko-
mi neparametriniai metodai. Nors Siuolaikinéje duomeny analizéje zinoma gausybé
pasiskirstymo tankio jvertinimo metody, praktikoje néra lengva parinkti efektyvia
ivertinimo procedura, jei duomeny pasiskirstymo tankis daugiamodalinis, o imties tu-
ris néra didelis. Minétas atvejis daznai pastebimas praktiniuose tyrimuose ir remiasi
Gauso skirstiniy misinio modeliu, kurio taikymai yra gana populiarus ir sutinkami
ivairiose mokslo kryptyse, nagrinéjant aktualias medicinos, gamtos moksly, sociolo-
gijos problemas [1, 7, 5, 18]. Tarp neparametriniy tankio vertinimo metody ypaé¢
plac¢iai paplite branduoliniai jvertiniai. Sio jvertinio optimalaus glodinimo parametro
parinkimas priklauso nuo nezinomo pasiskirstymo tankio f(z) glodumo tasko X(t)
aplinkoje, o tai nustatyti yra beveik nejmanoma jei imtis néra didelé. Jei glodinimo
parametras yra pastovus, tada mazéja vertinimo tikslumas, ypa¢ daugiamodaliniu
atveju.

Sio darbo tikslas — Monte Karlo metodu atlikti branduolinio tankio jvertinio lygi-
namaja analize naudojant skirtingas branduolio funkcijas.

Sio straipsnio struktura: 1 dalyje aprasyti neparametriniy tankiy vertinimo me-
todai; 2 dalyje pateikiamos naudojamos branduolio funkcijos; 3 dalyje aprasytos pra-
dinés salygos bei matas, skirtas jvertinti tankiy tiksluma; 4 dalyje pateikiami eksper-
imentinio tyrimo rezultatai; 5 dalyje pateiktos tiriamojo darbo iSvados.
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1 Neparametriniai tankiy vertinimo metodai

Praktikoje yra sutinkama daug neparametriniy tankio vertinimo metody, tokiy, kaip
histograma, neparametriné arba pusiau parametriné regresija taip pat duomeny ap-
gaubimo analizé (angl. data envelopment analysis). Pavyzdziui, histograma — vienas
papraséiausiy ir seniausiy tankio jvertiniy. Kaip zinoma, duomenys histogramos pa-
vidalu (be grafinio vaizdavimo) pirma karta buvo pateikti 1661 metais, nustatant
mirtingumo tikimybes skirtingose amziaus grupése [12]. Nuo 1891 mety histogramos
terming pirmasis pradéjo vartoti Karl Pearson [8]. Sis jvertinys, naudojamas kaip duo-
meny pateikimo priemoné, yra lengvai suprantamas ir patogus. Taciau, norint atlikti
papildomus skaic¢iavimus, kuriuose reikia zinoti tankio jvercio iSvestines, susiduriama
su didele problema: kadangi funkcija néra tolydi, todél laiptuotoje diagramoje neis-
vengiamai atsiranda triikio taskai, kuriuose funkcija nediferencijuojama. Si problema
lengvai issprendziama vietoj histogramos naudojant branduolinj tankio jvertinj. Si
funkcija gaunama sumuojant atskiry stebiniy glodziuosius iskilimus — branduolius,
tokiu budu gaunant tolydzia funkcija. Tuomet vienmatis fiksuoto ploc¢io branduoli-
nis tankio jvertinys FK su branduolio funkcija K ir fiksuotu (globaliu) branduolio
plo¢io parametru h, kuriuo galima jvertinti vienamaciy duomeny X € R tankj f(x),
apibréziamas taip:

fh(x):%ZKh(x—Xi)Z%ZK(w—hXi)_ (1)

Siuo atveju branduolio funkcija K (u) turi tenkinti savybes:

K(u) >0, /K(u)duzl,
K(—u) = K(u) — visoms u reikSméms, /u2K(u) du < oo.

Atliekant visapuse modeliavimo analize lyginamajame tyrime, kaip atskaitinius
tankius naudinga iSnagrinéti Gauso skirstiniy misinius, kuriuos 1992 m. savo darbe
aprasé Marron ir Wand [8]. Be to, Siuos miSinius savo darbuose naudoja daugelis
tyréju, tokiu kaip Chen et al., 2001 [2], Torres-Carrasquillo et al., 2004 [15], Wasito
et al., 2007 [17] bei daugelis kity [9, 3].

Mokslininkai Fryer (1976 m.) ir Deheuvels (1977 m.) neparametriniy tankiy
vertinimo tikslumui isreiksti, pirma karta jrodé, kad vidutiné integruojama kvadratiné
paklaida (MISE) gali buti apskai¢iuojama tiksliai, kuomet ir tankio, ir branduolio
funkcijos priklauso Gauso kreiviy Seimai. IS to matyti, kad sis vertinimo tikslumo
matas gali buti apskai¢iuojamas remiantis funkcijy sasukomis, kuriy viena imama
kaip fiksuotas filtras, dar vadinamas branduoliu.

Vidutiné integruojama kvadratiné paklaida randama is:

; 2
MISE(R) = E/ (fu(z) = f(z))” d,
Gia f(x) yra nezinomas tankis, o fi,(x) — tankio jvertis.
Dél sios misiniy grupés ,,lankstumo* galima atlikti nesudétinga, taciau tikslia ana-

lize, nagrinéjant jvairiy formy tankio funkcijas. Pagrindinis tokios analizés tikslas yra
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gauti kuo tikslesnius modeliavimo rezultatus ir palengvinti skai¢iavimus lengvai atlie-
kamais metodais.

2 Branduolys ir jo funkcijos

Auksciau aprasytame skyriuje aptaréme neparametriniy tankiy vertinimo metody pri-
valumus. Siame darbe neparametrinj tankiy vertinimui pasirinktas branduolinis tan-
kio jvertinys. Trumpai aprasysime jj.

Tegul X (1),...,X(n) yra stebimi nepriklausomi atsitiktiniai dydziai su nezinomu
pasiskirstymo tankiu f(z), tuomet funkcijos f(z) vienmatis fiksuoto plocio branduoli-
nis tankio jvertinys FK aprasomas formule (1). Maza h reikSmeé lemia didele jvertinio
dispersija ir mazas paklaidas. Tac¢iau, parinkus didele A gauname nedidelj standartinj
isaugusiy paklaidy nuokrypj. Optimalus Gauso branduolio funkcijos plotis h, nusta-
tomas mazinant vidutine integraline kvadratine paklaida (MISE) ir apskaic¢iuojamas

remiantis formule: .
46°\ % 1
h= <i> ~1,066n"%,
3n

¢ia 6 — imties standartinis nuokrypis [11, 10, 13, 12, 16].

Taikant branduolinj tankio vertinimo metoda, buvo atrinktos keturios branduolio
funkcijos pagal geriausius rezultatus:

1. Gauso (Gaussian) branduolio funkcija — viena populiariausiy branduolio funk-
cijy, naudojamy neparametriniuose tankiy vertinimo metoduose:

K@) = o) = e (- %)
u) = @(u) = exp| — — |.
¥ o p 9
2. Epanechnikovo branduolio funkcija yra optimali dispersijos minimumo atveju
[4] ir aprasoma:

3
K(u) = (1= w*)Lgu<y-
3. Trisvoré (Triweight) branduolio funkcija:

35 3
K(u) = 2= (1 = v*) Lju<ay-
32
Visos auksciau isvardintos branduolio funkcijos priklauso specialiai polinomy Sei-
mos klasei ir yra isreiskiamos formule:

(25 + 1) s
k/’é(u) = W(l — u2) ]1{|u\<1}

Cia dvigubas faktorialas yra (2s + 1)/l = (2s +1)(2s —1)...5-3 - 1.

Gauso branduolys yra gaunamas po dimensijy pakeitimo, kuomet skaic¢iuojama
riba, kai s — o0.

Branduoliy, kuriy israiskose yra aukstesni s laipsniai, funkcijos pavidalas yra glot-
nesnis. Tokiu atveju gaunami jverciai, kurie taip pat yra glotnesni ir turintys daugiau
iSvestiniy. Ieskant jverciy, naudojant Gauso branduolius, egzistuoja visy laipsniy
iSvestines [6].
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1 pav. Siulomos branduolio funkcijos forma, kai a = 0,75.

4. Sitloma branduolio funkcija (tarpiné tarp Kosi ir Gauso branduolio funkeiju):
(|u| é ) 11—« )

Sios branduolio funkcijos pavidalas priklauso nuo pasirenkamo parametro a. Atlikto
tyrimo parametro « reikSmeés pasirinktos atsitiktinai ir lygios 0,25, 0,5 ir 0,75 (ziuréti
1 pav.).

Siulomos branduolio funkcijos forma yra netipiné, lyginant su auksciau pateikto-
mis branduolio funkciju iSraiskomis. Taip pat ji maziau jautri vertinamo tasko labai
artimai aplinkai, o tai atskirais pasiskirstymo tankiy atvejais leidzia iSvengti per di-
delio jverc¢io glodinimo.

1

«

K(u) = (|ul~)

3 Pradinés salygos ir vertinimo tikslumas

Tyrime buvo taikomas pla¢iai naudojamas Monte Karlo metodas. Sio metodo pagrin-
dinis pritaikomumo principas statistinéje analizéje yra tai, jog duomenys parenkami
atsitiktinai. Dél to modeliavimui naudotos mazos ir vidutinio didumo imtys (16, 32,
64, 128, 256, 512, 1024, 2048). Kiekvienu atveju generuota po 30 nepriklausomy
iméiy.

Tankiy vertinimo tikslumui isreiksti buvo naudojama vidutiné procentiné absoliu-
tiné paklaida MAPE, kuri apskai¢iuojama remiantis formule:

J(X0) = fn(X))

f(X3)

n

1
MAPE = EZ

i=1

= [17@) - fu(o)] da
Gia f(z) — tankio tikroji reiskmé, o fi,(x) — tankio jvertis.

4 Eksperimento rezultatai

Neparametrinis tankiy vertinimas buvo atliktas naudojant branduolinius jvertinius
su atitinkamomis branduolio funkcijomis, aptartomis antrajame skyriuje. Remiantis
lengvai pritaikomu Monte Karlo metodu tankiy generavimui, buvo panaudoti Marron
ir Wand [8] pasiulyti 15 Gauso skirstiniy miSiniy.
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Siuo atveju pagrindinis tyrimo tikslas buvo surasti geriausias branduolio funkcijas
su kuriomis butuy tiksliausia jvertinti pasiskirstymo tankius. Dél to, gauty rezulta-
tu interpretacija atlikta isryskinant branduolio funkcija ir imties turj, kuriam esant
gaunamas maziausias tankiy vertinimo poslinkis.

Naujai pasitlyta branduolio funkcija geriausius rezultatus (12 i§ 15 nagrinéty skirs-
tiniy misiniy atvejy) parodé, esant mazoms imtims, t.y. kai imties turis atitinkamai
lygus 16, 32, 64, 128. Tuo tarpu trisvoré branduolio funkcija labiausiai tinkama turint
vidutinio dydzio imtis, kuriy turiai yra 256, 512, 1024, 2048. Nagrinéjant gautus re-
zultatus su Epanechnikovo branduolio funkcija, akivaizdu, jog $i funkcija negali buti
vienareiksmiskai naudojama tik atitinkamo dydzio imtims. Gauso branduolio funkci-
ja yra aktualu nagrinéti, kai skai¢iavimai atliekami su didesnémis nei vidutinio dydzio
imtimis. Siuo atveju imties tiiris turéty biiti didesnis nei 2048.

5 ISvados

Neparametrinio tankiy vertinimo algoritmy lyginamasis tyrimas Monte Karlo meto-
du parodé, jog placiai naudojamos branduolio funkcijos yra tinkamiausias sprendimas
norint atlikti skaic¢iavimus su vidutinio dydzio bei didelémis imtimis. Tuo tarpu, pa-
siulyta nauja branduolio funkcija, esant mazoms imtims, daugeliu Gauso skirstiniy
misiniy atvejy, kai turimas asimetriskumas su sunkiomis uodegomis, ar esant sudé-
tingai mody strukturai, buvo geresné uz kitas tirtas branduolio funkcijas.
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SUMMARY

Research of comparative analysis of nonparametric density estimation
by applying Monte Carlo method
1. Drulyte, T. Ruzgas

This paper presents nonparametric statistical estimation of distribution density. The Monte Carlo
method is used to show the effects of kernel function for multimodal kernel density estimation. Here
it is shown that the novel kernel function is effective for asymmetrical heavy tails distributions.

Keywords: non-parametric estimation, density evaluation, kernel function.
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