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Santrauka. Nagrinéjamas netiesinis matematinis modelis, aprasantis toksino, antikiino ir
lastelés receptoriy saveika, kai lastele supa gerai iSmaisytas toksino ir antikino misinys. Kei-
¢iant modelio parametrus, skaitiniais metodais tiriamas antikino panaudojimo efektyvumas,
apsaugant lastele nuo toksino.
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Ivadas

Toksinai siejami su jvairiomis uzkreciamomis ligomis, organizmy funkciju sutrikimais.
Dazniausiai toksinas yra baltyminés kilmés medziaga, kurios saltiniai gali buti auga-
lai, gyvunai ar mikroorganizmai. Toksino tipy yra labai daug, didzioji ju dalis néra
iSsamiai istirta ir nezinomas tikslus ju poveikis zmogaus ar gyvino organizmui. Tok-
sinai gali veikti ant lastelés pavirsiaus, pazeisti lastelés membrana arba prisijungti
prie lastelés receptoriy. Jie taip pat gali prasiskverbti pro lastelés membrana ir iSde-
rinti lasteles vidaus procesus arba pazeisti branduolj [1]. Kovoti su toksinais padeda
antiktnai. Jie nukenksmina j organizma patekusj svetimkiina, jo isskiriamus nuodus
ar svetimus baltymus. Antikuny gamyba — dalis organizmo imuninio atsako. Eks-
perimentiniy tyrimu metu kuriami antikunai, nukreipti tik pries specifinius antigenus
arba nukenksminantys keliu tipy toksinus [2, 3, 4]. Matematiniai modeliai leidzia
istirti kaip jvairiose situacijose keiciasi nagrinéjama procesa aprasancios funkcijos [5].
Sio darbo tikslas — naudojant lastelés receptoriy, toksino, antikiino saveikos mate-
matinj modelj gerai iSmaiSyto tirpalo atveju [5], skaitiSkai jvertinti antikuno pradinés
koncentracijos bei toksino ir antikiino tiesioginés reakcijos greicio konstantos jtaka
lastelés apsaugos parametrui ir kitoms modelio funkcijoms.

1 Matematinis modelis

Modeliuojama situacija, kai rutulio formos lastelé yra antikuno ir toksino tirpale, ku-
ris uzpildo sritj tarp lastelés ir iSorinio pavirsiaus. Antikunui nukenksminant toksina,
susidaro antikuno—toksino junginys. Dalis siy junginiy vél skyla i antikuna bei tok-
sing. Antikunas ir toksino—antikino junginys licka tirpale ir prie lastelés receptoriy
nesijungia. Toksinas gali prisijungti prie lastelés receptoriy ir patekti i lastelés vidy,
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kita dalis toksino, sudariusio jungtis su receptoriais, palieka lastelés receptorius ir
grizta atgal i toksino, antikuno, toksino—antikuno tirpala.

Siame darbe naudojami tokie pagrindiniai zymenys:

p — sferinis spindulys, S. = {p: p = p.} — sferinés lastelés pavirsius,

Se = {p: p = pe} — iSorinés sferos, ribojancios sritj {2 pavirsius,

2 ={p: p € (pc, pe)} — sritis, kurioje vyksta toksino, antikiino ir toksino—antikuno
junginio reakcijos,

0 — lastelés receptoriy, prie kuriy prisijunges toksinas, dalis,

1—6 - laisvy lastelés receptoriy dalis, 7y — lastelés receptoriy koncentracija lastelés
pavirsiuje,

rof — lastelés receptoriy, prie kuriy prisijunges toksinas, koncentracija,

ro(1 — 0) — laisvy lastelés receptoriy, koncentracija,

ur, uag, and uc — toksino, antikuno ir toksino—antikuno junginio koncentracijos,

u%, u — pradinés toksino ir antikiino koncentracijos,

k1, k—1 —toksino ir antiktino tiesioginés ir griztamosios reakcijy greic¢iy konstantos,

ko and k_o — toksino prisijungimo prie receptoriaus ir toksino atsiskyrimo nuo
receptoriaus grei¢iy konstantos,

ks — toksino skverbimosi i lastelés viduy greicio konstanta,

k4 — lastelés pavirsiaus S, ir srities {2 turio santykis,

¥ (t) — lastelés apsaugos funkcija.

Kai medziagy judéjimas tirpale vyksta dél skirtingos medziagy koncentracijos jvai-
riuose srities taskuose, tai toksino, antikuino, toksino—antikiino junginio koncentracijos
ir funkcija priklauso nuo laiko ir vietos koordinaciy. Tokiu atveju, medziagy judéji-
mas, ju saveika yra aprasoma netiesiniy daliniy i$vestiniy diferencialiniy lygciy sis-
tema [5]. Laikant, kad toksino, antikuno ir toksino—antikuno junginio tirpalas yra
gerai iSmaiSytas ir visos jame esancios medziagos yra vienodai pasiskirs¢iusios nagri-
néjamoje srityje, medziagy judéjimas, ju saveika yra aprasoma netiesiniy paprastyjuy
diferencialiniy lyg¢iy sistema.

Siame darbe naudojamas [5] straipsnyje pasiiilytas matematinis modelis. Kai tir-
pale yra toksina neutralizuojancio antikuno, vykstancius procesus apraso lygciy sis-
tema:

ds—tT = —kiupua + k_1uc — karo(k2(1 — O)ur — k_20), >0, ()
ur|t=o0 = UOTa
d—ezk (1 —=0)ur —k_o0 —ksf, t>0
7 2 T 2 30, ; 2)
Olt=0 =0,
dua _ g
TR 1urus + k_que, t>0, (3)
uali=o = U?m
duc —k
T urus — k_quc, t>0, @)
uc|i=o = 0.

(1), (3), (4) lygtys apraso toksino, antikuno ir ju junginio koncentracijy kitima lai-
ko atzvilgiu, o (2) lygtis — toksina prisijungusiy lastelés receptoriy skaic¢iaus kitima.
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Jei toksina nukenksminanc¢io antikuino tirpale néra, tai nesusidaro toksino—antiktino
junginiai. Tokiu atveju vykstantys procesai aprasomi, sprendziant (2) kartu su pa-
prastesne toksino koncentracijos lygtimi:

duT
dt
— 0
uT|t:0 = Urp.

= —k/’47‘0(k/’2(1 — G)UT — k_29), t >0, (5)

Tuo atveju, kai lastelé ir sritis {2 yra rutulio formos, ks = 3p2/(p2 — p2).
Antikuno panaudojimo efektyvumas vertinamas lyginant toksino uzimty recepto-
riu skai¢iy, kai tirpale yra antikinas (u% > 0), su uZimty receptoriy skai¢iumi, kai
antikiino néra (u% = 0):
. 9|u?4>0

¥(t)

9|u5’4 =0 (6)

Skaitiklis gaunamas iSsprendus uzdavinj (1)—(4), o vardiklis — uzdavinj (5), (2).
Lastelés apsaugos funkcija gali jigyti reikSmes nuo 0 iki 1. Kuo mazZesnés funkcijos 1 (t)
reiksmeés, tuo efektyviau veikia antikunas ir geresné lastelés apsauga nuo toksino.

Lygtys uzrasytos, tariant, kad néra antikuno, toksino ir jy junginio jtekéjimo ir
istekéjimo per pavirsiy S.. Kadangi antiktinas ir toksino—antiktno junginys nepatenka
i lastele, tai pradinis antikuno kiekis turi buti lygus laisvo antikuno ir antikuno,
sureagavusio su toksinu, kiekiy sumai:

uc+u,4:u?4. (7)

Naudojant charakteringas laiko, ilgio ir koncentracijos konstantas 7, [, u., atitin-
kamai, uzdavinj galima uzrasyti bedimense forma. Atlikus kintamuyjuy keitima

p=1p, t = T.t, ro = lusTo, up = ur, UA = UsUA,
- 0 -0 0 —0 T
Uc = uslc, Up = Uy, Uy = Uslly, k1 = Tk,
k/’g :T*u*kg, 1{3_1 :7‘*/{/’_1, k_g :T*k_g, k/’3 :T*k?3,

gaunamas tas pats uzdavinys (1)-(4), uzrasytas bedimensiais kintamaisiais. Zemiau
tekste visi kintamieji yra bedimensiai.

2 Skaitinis tyrimas

Netiesiniai uzdaviniai (1)—(4) ir (5), (2) sprendziami Rungés—Kuto metodu, laiko in-
tervala padengus tolygiu tinklu su zingsniu 7. Lokaliné vieno zingsnio paklaida pro-
porcinga 7°. Skai¢iavimai atlikti su tokiomis pagrindinémis bedimensiy konstanty
reikSmémis [5, 6]:

ki =13-1072, k_1=14-10"% ko =1.25-10"2,
k_g=52-10"% k3=3.3-107°,

ro=2115-10"3, p.=10"1, p.=1,

u% =1, uOT =0.5.

(8)

Jei kuri nors konstanta keiciama, tai jos reikSmés nurodytos tekste arba paveiksly
uzrasuose.

Liet. matem. rink. LMD darbai, ser. B, 54, 2013, 17-22.
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1 pav. Lastelés apsaugos funkcijos 1) (a) ir receptoriy, prie kuriy prisijunges toksinas, dalies 6 (b)
priklausomybé nuo pradinés antikiino koncentracijos u%: 0,5 (1); 0,6 (2); 0,7 (3); 0,8 (4); 0,9 (5);
1(6), kai k1 =2,6-1072 ir k—1 =5,6-10"% — % >0,---u9 =0.

Kitos parametry reikSmeés kaip (8) formuléje.

T T T 1 0,0 T T T 1
1000 2000 3000 4000 0 1000 2000 3000 4000

o

t t

2 pav. Lastelés apsaugos funkcijos ¢ (a) ir receptoriy, prie kuriy prisijunges toksinas, dalies 6 (b)
priklausomybé nuo toksino ir antikuno tiesioginés reakcijos grei¢io konstantos k1: 0,0026 (1);
0,0065 (2); 0,013 (3); 0,026 (4); 0,065 (5), kai u%. = 0,8. — u >0, ---u% =0.

Kitos parametry reikSmeés kaip (8) formuléje.

Pradinés antikiino koncentracijos uY jtaka funkcijoms 1 (t), 6(¢), matome 1 pav.,
kai k_; = 5,6-107% ir k; = 2,6-1072. Rezultatai lyginami, kai pradiné antikiino kon-
centracija mazéja nuo 1 iki 0,5. 1(a) pav. matome, kad kuo didesné pradiné antikuno
koncentracija, tuo mazesnés funkcijos 1 reikSmes, t.y. maziau toksino patenka j las-
tele. Tai galima paaiskinti tuo, kad esant aukstesnei antikiino koncentracijai, didesnis
kiekis toksino sudaro toksino—antikuno junginj, todél maziau toksino lieka laisvo ir
prisijungusio prie lastelés receptoriuy (1(b) pav.). Kai antikiino daug, u% = 1, uZimty
receptoriy skaic¢ius gana greitai nusistovi prie ~ 0,3, o laisvo toksino praktiskai nebe-
liecka. Kai pradinés antikiino ir toksino koncentracijos yra vienodos u% = uJ = 0,5,
tai lastelés receptoriy, prisijungusiy toksina, dalis = 0,65, o laisvo toksino ur =~ 0,1.
Funkcija ¥ yra nemonotoniné laiko funkcija: laikui bégant mazéja, pasiekia minimu-
ma ir didédama artéja prie asimptotinés reikSmeés. Todél yra neilgas laiko intervalas
apie taska, kuriame 9 jgyja minimuma, kai antikuno veikimas efektyviausias. Kai kiti
uzdavinio parametrai vienodi, didéjant skirtumui tarp pradiniy toksino ir antikino
koncentracijy, geréja lastelés apsauga nuo toksino, j lastele patenka mazai toksino.
Kaip keic¢iasi toksino uzimtuy receptoriy dalis, kai antikuno néra, rodo 1(b) pav. punk-
tyriné linija.
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3 pav. Toksino ir antikino tiesioginés reakcijos greicio konstantos ki jtaka toksino koncentracijai.
Parametro k; ir kity parametry reiksmeés kaip 2 pav.

Kokia itaka funkcijoms (t), 0(t), ur(t) turi konstantos k; dydis matome 2 ir
3 pav. Skaiciuota, kai pradiné toksino koncentracija: u% = 0,8, o konstantos k; reiks-
més imtos 2 ir 5 kartus mazesnés arba didesnés uz bazing reiksme k; = 0,013. Didé-
jant kq, lastelés apsaugos funkcijos ¥ reikSmés monotoniskai mazéja — daugiau toksino
neutralizuoja antikunas (3 pav.), maziau toksino nuséda ant receptoriy (2(b) pav.).
Funkcija 0 yra monotoniskai mazéjanti parametro k; funkcija, bet nemonotoniné lai-
ko kintamojo funkcija. Proceso pradzioje toksino uzimty receptoriy skaic¢ius auga,
pasiekia maksimuma ir mazédamas beveik vienodu tempu artéja prie stacionarios
reiksmeés. Funkcijos ¢ elgesys, laikui bégant, taip pat priklauso nuo toksino ir antiku-
no reakcijos greicio konstantos. Kai konstanta ki maza, tai ¢(¢) nemonotoniné laiko
funkcija: mazéja, pasiekia minimuma, nezymiai didéja, jgyja maksimuma ir mazéda-
ma i$ léto nusistovi (2(a) pav., kreivés 1-4). Kai konstanta k; didelé — funkcija (t)
yra monotoniskai mazéjanti laiko funkcija (2(a) pav., 5 kreive).

3 IsSvados

Taikant toksino ir antikuno saveikos matematinj modelj gerai iSmaiSyto tirpalo atveju
gauti tokie rezultatai:

1. Kai parametry reik§més artimos nurodytoms (8), tai lastelés apsaugos funkcija
yra nemonotoniné laiko ir monotoniskai mazéjanti pradinés antikuno koncent-
racijos funkcija.

2. Fiksuotam parametry rinkiniui, yra reikSme k1, kad lasteles apsaugos funkcija
yra nemonotoniné, kai k1 < kp, ir monotoniné, kai k1 > ki, laiko funkcija.
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SUMMARY

Computational study of a toxin neutralization by antibody in the well-mixed
solution

P. Katauskis, J. Dzimidaité

A mathematical model decribing the interaction of toxin, antibody and cell receptors when cell is
placed in the well-mixed solution of toxin, antibody and toxin—antibody complex is studied. The
protective properties of an antibody against toxin are investigated numerically choosing the model
parameters.

Keywords: toxin, antibody, receptor, cell protection.
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