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Santrauka. Straipsnyje aptariamas tikslinio projektavimo algoritmas ir jo panaudojimas
pasiskirstymo tankio vertinime. Analizuojamas J.H. Friedman pasiulytas tankio jverti-
nys, kai duomeny projekciju tankiai yra vertinami ortogonaliyjy Lezandro polinomuy bazéje.
Sprendziamas Lezandro polinomo eilés parinkimo klausimas. ISvados daromos naudojant
Monte Karlo modeliavimo tyrima.

Raktiniai Zodziai: tikslinis projektavimas, pasiskirstymo tankis, neparametrinis vertinimas.

Ivadas

Pasiskirstymo tankis yra viena i$ pagrindiniy charakteristiky apibudinanciy atsitik-
tinj dydj. Parametriniai jvertiniai, branduoliniai jvertiniai ir histogramos dazniausiai
naudojami tankiui jvertinti. Sprendziant praktinius uzdavinius paprastai naudoja-
mas statistinis hipoteziy tikrinimas, duomeny klasifikavimas, priklausomybeés tarp
kintamuyjy tyrimas, prognozavimas. Gali susidaryti jspudis, kad pasiskirstymo tankio
ivertinimas yra vadovélinis uzdavinys. Tikriausiai taip ir buty, jeigu tankio jvertis
buty galutinis statistinés analizés rezultatas, taciau nereikia pamirsti, kad tankis yra
naudojamas, kaip tarpinis rezultatas kitiems uzdaviniams spresti. Pavyzdziui, dis-
kriminantinés analizés uzdaviniai remiasi aposterioriném klasifikavimo tikimybémis,
kurios apskai¢iuojamos naudojant pasiskirstymo tankius. Tad tokiy klasifikavimo
uzdaviniy kaip ligos diagnozavimas ar rasto atpazinimas sprendimas tarpiniuose skai-
¢iavimuose dazniausiai naudos tankio jvercius.

Jeigu duomeny dimensija yra didelé, neparametriskai vertinant daugiamatj tankj
susiduriama su taip vadinamu , daugiamatiSkumo prakeikimu® (angl. curse of dimen-
sionality). Sj reiskinj galima iliustruoti paprastu pavyzdziu — tegu turime vienetinj
10-matj rutulj tolydziai uzpildyta taskais, tuomet j jo viduje esantj (0.05)1/10 ~ 0.74
spindulio rutulj pateks tik 5% pradinio rutulio taskuy. Butent tokia situacija (mazai
imties tasky didelio spindulio aplinkoje) atsitinka bandant naudoti branduolinj tankio
ivertinj daugiamaciu atveju.

Tikslinio projektavimo idéja pirma karta apraSyta [4]. Jos esmé — rasti ,jdomias
duomeny® projekcijas, kurios atspindéty daugiamaciy duomeny struktura. Projekci-
jos turinc¢ios Gauso skirstinj laikomos labiausiai ,,nejdomiomis®. Tai pagrindziancius
argumentus galima rasti aprasytus [7, 6]. Véliau tikslinio projektavimo idéja buvo pa-
naudota regresijos jvertinime [2], diskriminantinéje analizéje [6, 9]. Pasiulyti net du
skirtingi tankio jvertinimo budai [3, 1]. Jie aptarti ir skirtumai tarp jy isryskinti [10].
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1 Tankio jvertinimas naudojant tikslinj projektavima

Siame straipsnyje aprasomas tankio jvertinimo proceduros, pasitilytos [1], tyrimas.
Sis tiksliniu projektavimu paremtas tankio jvertinimas susideda is zingsniy:

1.

Duomeny sferinimas. Pradine imtj, sudaryta is atsitiktinio dydzio X stebiniy,
transformuojame taip, kad ji turéty nulinj vidurkj ir vienetine kovariacine mat-
rica (dél $iy savybiy transformacija vadinama sferinimu). Taip transformuota
stebima atsitiktinj dydj zymésime Z. Tolimesni veiksmai ir tankio vertinimas
bus atlickamas Siam atsitiktiniam dydziui. Si transformacija padaro procediira
invariantiska poslinkio ir mastelio atzvilgiu. Siuo pozifiriu tikslinis projekta-
vimas labai skiriasi nuo pagrindiniy komponenc¢iy metodo (PKM), nes PKM
svarbiomis laikomos tos kryptys, kuriy dispersija yra didziausia. Tiksliniame
projektavime krypties ,jdomuma“ nulemia skirstinio tankio konfiguracija, o ne
dispersija.

Algoritmo zingsniai 2—4 cikliskai kartojami. Indeksas k zymés ciklo numer;j.
Pradedama turint imtj sudaryta i3 stebiniy Z(®) = Z.

. Jdomios“ krypties paieska. Siame Zingsnyje ieskoma projektavimo krypties,

kuri maksimizuoty tam tikra funkcija vadinama projektavimo indeksu. Maksi-
mizavimui paprastai naudojamas skaitinis kvazi-Niutono metodas.

. . . . . . . . . . . . .o T k*l
. Imties projekcijos tankio jvertinimas. Vienamates stebiniy projekcijos ay, Z k=1

pasiskirstymo funkcija zymékime Fo(éifl), o tankj fa(fzfl). Siame Zingsnyje ran-
damas Sio tankio jvertis. Jis véliau bus naudojamas stebimo daugiamacio atsi-
tiktinio dydzio tankiui jvertinti.

Strukturos panaikinimas. Siame etape imtis transformuojama taip, kad duo-
meny Z*~1 projekcija rastaja kryptimi oy, turety Gauso skirstinj, taigi tapty
,hejdomi®, o kryptimis, ortogonaliomis ay,, duomeny projekcijy reikSmés nepa-
kisty. Strukturos panaikinimo transformacija @) yra nusakoma formule

7k) — k) (Z(k—l))
=70 — (of 2% N ay, + o7 (FE D (of Z257))ay, (1)
Cia antrasis deSinés pusés démuo panaikina projekcijos «y, kryptimi reiksme (ji

tampa lygi nuliui), o treciojo démens déka sios projekcijos skirstinys tampa
normaliuoju. @ zymi standarting Gauso skirstinio funkcija.

2-4 7ingsniai kartojami, kol transformuoty duomeny Z*) skirstinys tampa ar-
timas daugiamaciam standartiniam Gauso skirstiniui.

. Pasiskirstymo tankio jvertinio apskaiciavimas. Kadangi Z*) skirstinys artéja

prie Gauso skirstinio, kai k didéja, tai esant pakankamai dideliam krypciy kie-
kiy k (praktikoje, tai buna nuo keliy iki keliolikos krypéiu), tankio jvertinime
Z*) skirstinj aproksimuojame Gauso skirstiniu. Panaudojus anks¢iau jvertintus
projekcijy pasiskirstymo tankiy jvertinius, atsitiktinio dydzio Z tankio jvertis f
apskaiciuojamas

. K Fh=1)  Tp(k=1)(,
£2) = (10 (2)) [ Ao la T D)

i P @V (ELT (@ TH=(2))))

(2)
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Cia p ir g — atitinkamai vienamacio ir d-macio Gauso skirstinio tankio funkci-
jos, 0o T = @) ...0R) . ©(1) _ struktiros panaikinimo Zingsnio transforma-
ciju kompozicija. Empiriné pasiskirstymo funkcija paprastai naudojama, kaip

pasiskirtymo funkcijos jvertis Fo(ifl).

2 Tyrimas

Norint jvertinti pasiskirstymo tankj aprasytuoju metodu, reikia papildomai pasirink-
ti projektavimo indeksa bei tankio jvertinj vienmatéms duomeny projekcijoms. Po
tikslinio projektavimo metodo idéjos pasiulymo, projektavimo indeksai ir jy savybés
buvo gana placiai analizuoti paéiy idéjos autoriy ir kity tyréjy. Populiariausiy indeksy
apzvalga ir palyginima galime rasti [5, 8].

Siame tyrime naudojome projektavimo indeksa pasifilyta [1]:

o) = [ 11 (7ate) - %) d, 3)

kur R = 2&(a”Z) — 1. Jo reikdmé parodo imties projekcijos a’ Z transformacijos R
tankio atstuma nuo tolygiojo intervale [—1, 1] skirstinio tankio. Jei a”Z pasiskirs-
tes pagal Gauso désnj (t.y., projekcija yra ,neidomi®), tai R skirstinys yra tolygusis
intervale [—1,1] ir projektavimo indekso I(a) reikSmeé lygi nuliui. Esant kitokiam
projekcijos skirstiniui, I(«) reikSmeé yra teigiama. Projektavimo indekso reikSme siu-
loma vertinti tankj fr skleidziant ortogonaliyjy Lezandro polinomy bazéje ir i$ imties
ivertinant pirmuosius 4 < J < 8 skleidinio koeficientus.

Esant tokiam projektavimo indekso pasirinkimui, naturalu ir patj projekcijos tankij
vertinti Lezandro polinomy bazéje. Tuomet tie patys skleidinio koeficientai nusakys
parametrine tankio israiska.

Asimptotiskai optimali J eilé, kai n — oo, ieskant pirmosios projektavimo kryp-
ties ay yra iSvesta [5], taciau praktinés parinkimo problemos islieka, nes optimalus J
parinkimas priklauso ne tik nuo imties dydzio n, bet ir duomeny dimensijos d, bei sun-
kiai matematiskai nusakomos priklausomybés nuo daugiamaciy duomeny skirstinio.
Be to, domina optimalus J parinkimas ne tik pirmosios krypties paieskoje.

Siame darbe buvo siekiama suformuluoti praktiskai pritaikoms kriterijy Lezandro
polinomo eilei J parinkti. Tyrimas buvo atliekamas naudojant kompiuterinio mode-
liavimo buda.

Tikslinio projektavimo metodika verta taikyti, kai imties skirstinys yra sudétingos
strukturos — daugiamodalis. Tokio tipo skirstiniai yra gerai aproksimuojami skirstiniy
misiniais, todél tyrime imtis buvo generuojama naudojant Gauso skirstiniy misinio
modelj. Tuomet stebimo atsitiktinio vektoriaus skirstinio tankis yra lygus

a a
j=1 j=1
¢ia ¢ — miSinio komponenciy kiekis, p;, M; ir R; — miSinio komponenciy svoriai,
vidurkiai ir kovariacinés matricos.
Atliekant tyrima tikslumo matu buvo pasirinkta paklaida
m
A ~ ~ 2 A
e = (F() - £%0) ~ [ (F@) - f)

i=1

2

f(z)dz, (5)
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1 pav. Paklaidos priklausomybé nuo krypciy kiekio. Imties parametrai d = 5, n = 500, trys
klasteriai. Istisiné linija — J = 4, punktyriné - - - J = 8.

da (X1,...,X,,) — tikslumo matavimo imtis, f - tikslinio projektavimo metodu gau-
tas tankio jvertis, f — tikrasis skirstinio tankis. Nors 8i paklaida vertina ne vidutine
integruota kvadratine paklaida, o vidutiné svorine integruota kvadratine paklaida, ta-
¢iau tokios paklaidos parinkimas yra jprastas neparametriniame pasiskirstymo tankio
ivertinime, nes ¢ia svarbu ne tankio jvertinio savybés skirstinio ,,uodegose”, o pag-
rindinés tankio dalies jvertinimo tikslumas. Sis jvertis kaip tik suteikia maza svorj
kvadratinei paklaidai srityse, kur tankio reikSmeés yra mazos. Tikslumo jvertinimui
buvo generuota imtis skirtinga nuo metodo tyrime naudotos pagrindinés imties, kuri
buvo sudaryta is tasky turinciy ta patj skirstinj, kaip ir tiriama imtis. Toks atskiros,
tik tikslumo jvertinimui skirtos, imties generavimas turi du privalumus — ji objekty-
viau nusako jvertinio tiksluma, nes jvertinys néra prisitaikes prie Sios imties; leidzia
tiksliau jvertinti paklaidas, kai pagrindinés imties turis yra mazas.

Tyrime naudoti tokie parametrai: duomeny dimensija d = 2, 5 arba 10; naudo-
jamas miSinio komponenciy kiekis ¢ = 3, o misinio parametrai p;, M; ir R; buvo
parinkti dviem budais — kad komponentés buty persidengiancios, arba, kad nepersi-
dengiancios; imties turis n = 100, 200, 500 arba 1000; Lezandro polinomo eilé J = 4,
6, arba 8; tikslumo jvertinimo imties turis m = 1000.

Monte Karlo tyrimo rezultatus pristatysime keliais tipiniais paklaidy grafikais.
Tankio jvertinio paklaida mazéja iki pasiekiamas optimalus projektavimo krypciy
kiekis (dazniausiai kelios kryptis). Jeigu tikslinio projektavimo algoritmas tesiamas,
tankio jvercio paklaida didéja. Dél Sios priezasties optimalus algoritmo stabdymas yra
svarbus, tac¢iau Siame darbe nagrinéjamas tik polinomo eilés J parinkimo klausimas.

Viena i$ aiskiy tendencijy pastebéta visoms imtims yra ta, kad esant didesnei Le-
zandro polinomo eilei, paklaidos didéjimas esant perteklinéms projektavimo kryptims
yra greitesnis nei esant mazai polinomo eilei. Si tendencija aikiai matoma 1 pav.
palyginant punktyrine ir taskine linija pavaizduotus grafikus.

2 pav. pavaizduota projektavimo indekso I priklausomybé nuo projektavimo kryp-
ties numerio. Matome, kad pirmose kryptyse stebimas gana greitas indekso reiksmeés
mazéjimas, taciau veliau indeksas gali jgauti svyruojantj pobudj (ypa¢ didesnéms J
reik§meéms), arba turéti reikSmes artimas nuliui (dazniau mazoms J reik§meéms). Ma-
ziausia tankio jvercio paklaida pasiekiama esant panasiam krypciy kiekiui, kaip ir
maziausia projektavimo indekso reiksme, taciau naudoti vien tik indekso reikSme,



LeZandro polinomo eilés parinkimas tikslinio projektavimo tankio jvertinime 27

0.04
|

0.00
|

2 pav. Projektavimo indekso priklausomybé nuo projektavimo krypties numerio. Imties
parametrai d = 5, n = 200, trys klasteriai. Istisiné linija — J = 4, punktyriné - - - J = 8.

kaip algoritmo stabdymo salyga néra pakankamai tikslu, nes paklaidy reikSmeés gali
pakankamai daug skirtis net tada, jei suklystama tik 1 ar 2 kryptimis, lyginant su
optimaliu kryp¢éiy kiekiu.

Projektavimo indekso absoliuti reiksmé priklauso nuo duomeny dimensijos ir tan-
kio formos, todél sunku apibrézti slenkstj indekso reiksméms. Todél buvo bandyta
panaudoti statistika, kurios absoliuti reiksmé butu labiau nepriklausoma nuo siy fak-
toriy. Tam panaudotas Shapiro-Wilk normalumo testas duomeny projekcijai. Sio
testo kritinis reikSmingumo lygis nepriklausomai nuo dimensijos ir tankio formos pa-
rodo projekcijos panasuma j Gauso skirstinj.

Pastebéta, kad esant sudétingai projekcijos tankio formai (pvz., daugiamodali-
niam tankiui), tankis tiksliau vertinamas aukstesnés eilés Lezandro polinomu, o jei
tankio forma nesudétinga — tikslesnius rezultatus duoda zemesnés eilés polinomai.
Tad bandyta polinomo eile J parinkti priklausomai nuo Shapiro-Wilk testo kritinés
reikSmingumo reiksmés. Bandymai parodé, kad neblogi rezultatai gaunami jei naudo-
jama J = 8, kaip < 0,07 ir J = 4, kai p > 0,07. Tokiu atveju pavyksta suderinti tiksly
projekcijos tankio funkcijos jvertinima ir gauti nedidelj paklaidos didéjima esant per-
teklinéms projektavimo kryptims. Vienas is tokiy atvejuy pavaizduotas 1 pav. istisine
linija.

3 ISvados
Atlikus tyrima gautos Sios isvados:

o esant pertekliniam krypciy kiekiui tankio jvertinimo paklaida didéja. Paklaida
didéja sparciau esant aukstesnei Lezandro polinomo eilei;

e Lezandro polinomo eile projekcijos tankio jvertinime verta parinkti naudojant
Shapiro—Wilk normalumo testa;

o optimalus krypciy kiekio parinkimas svarbus jvertinio tikslumui. Jj reikty tirti
papildomai.
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SUMMARY

Legendre polynomial order selection in projection pursuit density estimation
M. Kavaliauskas

Projection pursuit method and its application to probability density estimation is discussed. Met-
hod proposed by J.H. Friedman, based on projection density estimation using orthogonal Legendre
polynomials, is analysed. Problem of Legendre polynomial order selection is solved. Conclusions are
based on Monte Carlo simulation.

Keywords: projection pursuit, probability density, nonparametric estimation.
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