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Santrauka. Siame darbe nagrinéjama n-matés (n = 2,3) Euklido erdvés kreiviy ir pa-
virsiy diferencialiné geometrija, analizuojant juy kontakta su tokiais jvairiais standartiniais
geometriniais modeliais, kaip glaustinés aukstesniyjy eiliy algebrinés kreivés ir glaustiniai al-
gebriniai pavirsiai. Glaustiniy kreiviy ir pavirsiy panaudojomas leidzia analizuoti duotosios
kreiveés arba pavirsiaus vidines savybes, kurios priklauso nuo aukstesniyjy eiliy iSvestiniy [1].

Raktiniai Zodziai: kreivé, glaustinis apskritimas, glaustiné kreivé, glaustiné sfera, glaustinis pavir-

Sius.

1. Tarkime, kad Euklido plokStumos kreivé y apibrézta parametrinémis lygtimis :
x=x(t), y = y(t). Kreiveés vy taskui M (x(t); y(t)) galime priskirti glaustinj apskritima
OCy(y): f =0; ¢ia f = detlU -V, V', V"] ir Ut = [X2+Y?2 X,Y], VI = [22 +
y?, x,y] yra matricos-eilutés. Glaustinis apskritimas OCj(y) su kreive v taske M
turi antrosios eilés lietimasi. Sio apskritimo spindulj R ir centro koordinates apraso
klasikinés formulés:
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Kreives v taskui M priskirkime glaustine parabole OPy(v): f = 0; ¢ia f =
detflU =V, V', V" ir Ut = (X +Y)?, X, Y], V! = [(x + y)?, x,y] yra matricos-eilutés.
Glaustiné parabolé su kreive v taske M turi antrosios eilés lietimasi. Glaustinés
parabolés fokalinis parametras

o \/5 ((113 - (123)

4. ail
ir virsunés koordinateés:
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¢ia
an=1 -y —a2" -y,
a3 =—ay - (z+y)+y @ +y)%
ags = —a1 - (x+y) —a’ - (@' +y')%,
asz=a1 - (@ +y)>*+2- (@ y—z-y)- @ +y)>

Glaustine antrosios eilés kreive OC’](;) (7), turincia 4-osios eilés lietimasi su kreive
jos taske M, apbrésime lygtimi OCJ(;) (7): f =0, kurioje f = det[U — V, V', V" V)
V) ir

Ut:[UQ;Ul]; Vt:[‘/Q;VI]a UEZ[X25XY2Y2]3 Ult:[XaY]a
Vi =[x yy’],  V=lxy]
yra matricos-eiluteés.
Panasiai galime uzrasyti aukstesniyju eiliy glaustiniy kreiviy lygtis. k-osios eilés

glaustine kreive OCI(V];) (v) apibrésime lygtimi OCI(V];): f = 0, kurioje f = det[U —
V, V' V@ L vee)] i

— q
Ut = Uy, Uk_1,...,Ui], Vi = [Vi, Viet, .-, Vi, U;Z[XQP-YP]FO,
_ E-(k+3
Vqt:[xqup}zzo, qg=1,2,...k, nk:%—l.

Glaustiné k-osios eilés kreive OCI(V];) () taske Msu kreive «y turi ng-osios eilés lietimasi.

2. Nagrinékime plokséiaja kreive ~, apibrézta neisreikstine lygtimi v: F(z,y) = 0.
Jeiv: x = z(t), y = y(t) yra kreivés v parametrizacija, tai 2’ = X\-F, v’ = —\-F,; ¢ia
A = A(z, y)-proporcingumo daugiklis ir F,, = %—5, Y = %—5, ... yra dalinés iSvestinés.

Siuo atveju

:L_/2+y/2 :)\2. (F12+Fy2);

w/.y//_x//.y/:)\S.A; A= |Fyy F,y Fyl.
F, F, 0

Kreivés v: F(x,y) = 0 glaustinio apskritimo spindulys R randamas i$ lygybeés

(F7 + Fy)°
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o jo centro koordinateés:
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Kreivés v: F(x,y) = 0 glaustinés parabolés taske M € + fokalinis parametras
_ \/5 ) (Fy — Fz)3
4-A ’
o virsuneés koordinatés:
ai3+6-a13-as +5-a33+4- a1 - ass
8- air - (a3 — azs)
a13 + a23
2-an

)

yv = =Xy —
Cia
ain = A,
a13Z—(:C-l-y)'A_(Fy_Fz)Q'an
a23:*(xﬁLy)'A*(Fy*Fz)Q'Fy’
a33:($+y)2'A+2'(Fy—Fz)Q'(x'FC”—Fy'Fy)'

Kreives v: F(x,y) = 0 atveju ivestines ”gz—f ir % (p = 1,2,...) galime apskai¢iuoti
diferencialinio operatoriaus 0% = F, - 6% — F, - a% pagalba. Jei 8;# =9%o0...00%
(p kartu), tai

dPx dPy

I VN T L \P.OF

dtp )\ 6p$+( )’ dtp )\ apy+( ))
¢ia (---) zymi démenis, kurie priklauso nuo daugiklio A iSvestiniy. ISvestiniy %
. dPy o g Caee oo . - .
ir 77 (p = 1,2,...) reikémés dabar mums leidZia uzrasyti norimos eilés glaustiniy

kreiviy lygtis kreivei v: F(z,y) = 0.

3. Trimatés Euklido erdvés kreivés v: 7= 7(t) = {x(t);y (¢); 2(t)} taske M (x(t);
y(t); z(t)) judamajj trisienj sudaro vienetiniai vektoriai

L (P xa)y o Fi 7
T = —= V=—= = = = = >
|r’|’ [(r" x r") xr’|’ |r’ x 7]

Sios kreives glaustinis apskritimas OCy/ () yra glaustinés plokstumos Oy (7) tas-
ke M sankirta su glaustine sfera OSy,(7y) taske M: OCu(y) = Opn(v) N OSn (7).
Glaustinés sferos OSps(7y) centro C(zc; yo; zo) radiusas-vektorius

K -
re =7t +r-V— ———= -3
®) k2. k|| ’
éia - - - —
k _ |T/ X r//| ir _ (r/,r//7,r///)
7P BRI

yra kreivés v kreivumas ir sukinys taske M; r = % — kreivumo spindulys. Glaustinés
sferos OS)s () spindulys R randamas is lygybeés

1 1 o\’
RP=_" . |14 = .= )
k> { = <m-|r’|) }
Siame darbe jrodoma tokia teorema.
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1 teorema. Glaustine sferq OSy(v)apibréZia lygtis OSy (v): f =0, kurioje
f=det[U-V,V V' VO] o U =[X?*+Y?+2%X,Y, Z],
vt = [m2 +y2 + z{x,y,z}
matricos-eilutés.

Per 9 be galo artimus kreives v: 7 = 7(t) taskus galime iSvesti antrosios eilés
glaustinj pavirsiy OSI(VQI) (7): f =0, turintj 8-osios eilés lietimasi su kreive v taske M;
cia

f=det[U-V,V/,...,V®],
U'=[X*X Y, X -ZY*Y 2,72°X,Y, 7],

Vi = [$2,$'y,SC'Z,y27y'Z7ZQ;zayvz}'

Kiekviena parametro ¢ reikSme (t.y. kreivés « taska M) atitinka konkretus glaustinis
antrosios eilés pavirsius OS](;) (7). Jis gali buti elipsoidas, vienasakis hiperboloidas,
hiperbolinis paraboloidas, elipsinis paraboloidas, kugis, cilindras ir t.t. Glaustinés

plokstumos Oy () ir glaustinio antrosios eilés pavirsiaus OSJ(;) () sankirtos kreivé
yra kreivés 7 glaustiné kreivée (pvz., elipsé, hiperbolé, parabolé) taske M.

Kreives v: 7 = 7(t) k-osios eilés glaustini pavirsiy OS](\;) (7v) apibrésime lygtimi
OSI(V};) (7): f =0, kurioje
f=det [U-V,V/, VO V] U = Uy, Up_y, ..., Ui,
Vi = [Vi, Vi1, - .-, Vi, U, =[Xxr.ve.z7], Vi = [zP - y?- 2],

1
p+q+r=m, m=1,2,...k, Nk:6~k~(k2+6~k+11).

Glaustinis k-osios eilés pavirsius OSJ(\;) (7) su kreive v jos taske M turi Ny, eilés lieti-
masi.

4. Tarkime, kad erdviné kreivé v apibrézta dviejy pavirsiy sankirta:
F(x,y,2z) =0,
~:
G(z,y,z) = 0.
Jei
v 7= (t) = {x(t);y(t); 2(1) }

yra kreivés v parametrizacija, tai ' =X T, v/ = X T, 2/’ = X - T.; ¢ia

F, F,
G, G.

F, F,
G, G,

o = G, G,

)

.-

) Tz‘

A = Xz, y, z) — proporcingumo daugiklis. Diferencialinio operatoriaus

0 0 0
# _ L= L L
? I 8$+Ty 8y+TZ 0z
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pagalba galima apibrézti kitus diferencialinius operatorius

a;f =0%0---00" (pkarty).

ISvestiniy
dPx dPy dPz
— # — # — #
W—)\papx—i—(), ﬁ—)\papy-i-(), ﬁ—)\papz—i—()

reiksmeés leidzia uzrasyti norimos eilés glaustiniy pavirsiuy lygtis aptariamu atveju; ¢ia
(+-+) Zymi démenis, kurie priklauso nuo daugiklio A iSvestiniu.

5. Pavirsiaus

S: 7 =r(u,v) = {x(u,v); y(u,v); z(u,v)}

kreive v galima apibrézti vidinémis lygtimis u = u(t), v = v(t). Tokiu atveju kreivés
v parametrinés lygtys

vz =z (u(t),v(t)), y=y(ut),v(t)), z = z(u(t),v(t))

arba v: x = xz(t), y = y(t), z = z(t). Kreivés v taskui M € v C S galime priskirti
norimos eilés glaustinius pavirsius pagal anksé¢iau pateiktas formules.
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SUMMARY
Osculating curves and surfaces
K. Navickis

Osculating circle and osculating sphere have been studied in classical differential geometry [1]. In
this article the osculating curves and surfaces of higher order of plane and space curves in Euclidean
n-space (n = 2, 3) is considered. We study the intrinsic differential geometry of curves by analyzing
their contact with curves and surfaces of higher order.
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