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Santrauka. Darbe tyrinéjama pirmosios eilés hiperboliné diferencialiniy lygéiy sistema su
pradinémis ir krastinémis salygomis, kuri apraso dujuy dinamikos uzdavinio matematinj mo-
delj. Atliekama Sios sistemos asimptotiné analizé. Darbo tikslas — sukonstruoti duotaja
sistema atitinkancig suvidurkinty diferencialiniy lygciy sistemg tolygiai tinkamam dideléje
mazojo parametro atzvilgiu srityje asimptotiniam sprendiniui rasti. Gautoji sistema yra
naujas ir mazai iStirtas asimptotinés analizés objektas.

Raktiniai zodziai: akustinés bangos, asimptotiné analizé, dujy dinamika, hiperbolinés sistemos,

vidurkinimas.

1 Ivadas

Straipsnyje nagrinéjama dujuy dinamikos pirmosios eilés hiperboliné diferencialiniy
lygéiy sistema su pradinémis ir krastinémis salygomis. Fizikine prasme nagrinéjamos
duju rimties busenos mazos perturbacijos (trikdziai), dél kuriu atsiranda akustiniuy
bangy saveika. Esant erdvinio kintamojo krastinei reikSmei yra zinoma generuojama
banga. Tokie krastiniai uzdaviniai turi realias praktines interpretacijas, pavyzdziui,
stumoklio uzdavinys [1, 5], kuriam budingas smuginiy bangy atsiradimas. Straipsnyje
aprasoma asimptotiné uzdavinio analizé leidzia tyrinéti periodiniy bangy rezonansinés
saveikos subtilybes.

Hiperbolines diferencialines lygciy sistemas galima perrasyti Rymano invarian-
tais [6]. Kai e = 0, ¢ia nagrinéjamos (1) sistemos sprendinys yra nepriklausomos
béganciosios bangos — kintamujy z — A;t funkcijos. Kai e > 0, gali atsirasti perio-
diniy bangy rezonansiné saveika; jos atsiradimo salygas leidzia nustatyti asimptotiné
analizé. Rymano invariantais uzrasytas sistemas integruojame pagal charakteristi-
kas ir pastebime, kad atsiranda sekuliarieji nariai €t, ez, o gautasis sprendinys néra
tinkamas dideléje, kai ¢ — 0 srityje

b, = {iar [o.2] « 2]

¢ia t°, 2% — tam tikros teigiamos konstantos. Tuomet yra apibréziami vidurkinimo
operatoriai ir uzrasoma suvidurkinty diferencialiniy lygciy sistema, kurig jau galima
spresti skaitiniais arba apytiksliais metodais, nes nebelieka asimptotinio integravimo
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problemy. Nagrinéjamas straipsnyje krastinis uzdavinys jdomus tuo, kad gali turéti
gerokai daugiau, palyginti su Kosi uzdaviniu, interpretaciju dujy dinamikoje.

2 Uzdavinio formulavimas

Tarkime, kad p — duju tankis, u — greitis, § — temperatura, P = P(p,0) — slégis
yra laiko t ir erdvinio kintamojo x funkcijos. Sie dydziai tenkina gerai Zinoma (zr.,
pvz., [6]) Oilerio lygéiu sistema, kurios dél apribojimy straipsnio apiméiai ¢ia neteiksi-
me. Tarkime, kad ¢ — mazas teigiamas parametras, ir nagrinésime mazos amplitudeés
akustines bangas:

p=po+ep1(t,x;e), u = ceuq(t,z;¢e), 0 =00+ ¢eb(t,z;¢).

Tada funkcijas p1, u1, 01 galima iSreiksti [2], kaip Rymano invarianty vy, va, vs
tiesing kombinacija. Funkcijos v; yra sistemos

ov; ov; 303 ovy,
j J } :} : .
ot Aj c : Jiwvi ox (1)

su pradinémis ir krastinémis salygomis

v1(0,z58) = (), v2(0,z;¢) = h(x), v3(0,z;¢) = x(x), x>0,

va(t,0;2) = (1), >0 (2)
sprendiniai. Cia A = Ao > 0, Ao = 0, Ag = —Xo, Ao = /225258 4 Py, — akusti-

niy bangy sklidimo (garso) greitis, £(p,#) — duju vidine energija reiskianti funkcija,
indeksai p ir 6 reiskia dalines iSvestines, indeksas O reiskia funkcijy reiksmes taske
(p0,0,00) — duju rimties busenoje.

Tarkime, kad funkcijos v; = (¢, z;¢) skleidziamos ¢ laipsniais:

v;(t, i) = 05 (t, 2) + vj (t,z) + O(e?). (3)

Tada jrase (3) i (1), (2) ir prilygine koeficientus prie vienoduy e laipsniy nuliui, gausime,
kad

Ol Ol 3.3 ol
J J 0 k
A T s N el 4
ot Mo ;;f”“”l 0 )
vj(0,2) =0,  wi(t,0)=0. (5)

Funkcijos v} isreiskiamos i3 (1), (2) taip:

WOt z) = olx — Aot), kaixz = Aot
b Y(t—£), kaiz <A,
v3(t, ) = h(x),
v (t,z) = x(x + Aot). (6)
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Tarkime, kad (2) funkcijos yra periodinés pagal kintamuosius « ir ¢ su periodu 2.
Tada skleisdami (4) sistemos deSine puse Furjé eilutémis gausime tokius reiskinius:

U?(t,x)w — Yez ez il b 0,09 elli@=Aot)+22) = Laj 3 > \ot,

Oz leez Zzzez ily v 11 Uglzel(ll(t XO)H”), kai x < Aot,
v?(t,x)w _ )2 ez 2yezils b 9, 09, ethlE= 2o Hla(@t o) - kaj g > Aot
O ez ez ils v 1110:?1361(l1(t__0Hld(”A D kaiz < At.

Kiti reiskiniai uzrasomi analogiskai; ju nerodome dél apribojimy straipsnio apiméiai.
Funkcijos ’Ujl» surandamos integruojant (4), (5) pagal charakteristikas. Pazymékime

0
Fji(t, x) reiskiniy fjikv?%& integralus pagal charakteristikas. Pavyzdziui,

t ovs (t,x .
fra3 [y v3(x M‘ P s ds, kaiz > A\,
=z —A t-‘r)\os
Flgg(t,1'> = x x
T 0 s (t,x) .
flzsfo vy () =5 ‘ t=t- g+ dr, kaiz < A\ot,
r=rTr
57,0 .0 [t ila(z—Agt+A ilz(x—X\gt+2X0s
f le Is 1l3’()2l21)3l3 fO el 2(z—Ngt+ os)el 3(x—=Xgt+2X0s) dS, kai > )\Ot
= J123 o
ll Te ilg(r+Xo(t— v aab o )) .
212 I3 113“212U313 fo 2 o dr, kai x < Agt,

s 0 0 i(la+l3)-(z—At
tZzz,zg: Iy+215—0 1l3U3;, U3 € i )-(m=2ot)

lsvgbvglz i(l i —
QIJrlg(IJrAUt)) _ 1(l2+l3)-(x )\ot)
+ le,ls' 13421370 (Ta+2l3)7, (6 € )’

kai z > Aot,
0,0 ilzXo(t—+)
z 212,13: Io+215—0 3U5;, U3y € 0

13V31, Y515 ¢ i(lyz-+ls(z4+Agt)) ilg Ao (t—5-)
Dt tat2ta 0 Lot (€ v oe o)

kai z < Agt.

= fi23

3

Taigi (3) skleidinio funkcijos reiskiamos taip:
3 3
=2 Fult,).
i=1 k=1

Matome, kad (3) skleidinys turi sekuliariuosius narius et, ez ir todél néra tinkamas

srityje
0 0
D, = {(t,:c): [0, t—] X {0, z_] },
€ €

kurioje (1), (2) uzdavinys turi sprendinj [6].
Sio darbo tikslas — sukonstruoti (1) sistemos suvidurkinta analoga, leidZiantj rasti
tolygiai tinkama! asimptotinj artinj.

I Tai reiskia, kad asimptotinio artinio paklaida turi ta patj asimptotinj jverti (pvz. O(g)) visoje
dideléje srityje De, t.y. egzistuoja konstanta C' visai sriciai, kad paklaida nevirsija Ce.
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3 Vidurkinimo operatoriai

Zymésime létuosius kintamuosius [2 ] = ¢et, £ = ex ir greituosius charakteristinius
kintamuosius y = ¢ — A\ot, 2 =1t — A— =z + A\ot. Apibrézkime vidurkinimo pagal
charakteristikas operatorius:

1 T
M, (e ta)] = Jim £ [ pty+ A an

X
Mz [f(T,E,t,:E)] = Xlgnoo% f(T,E,Z—i— )\iaw) dl‘,

Mw[f(T,f,t = hm —/ flr & t,w— /\Ot)

Pastebéje, kad (1) sistemoje fooe = 0 (Zr. [2]), galima parodyti, kad antroji
suvidurkintos sistemos lygtis yra nepriklausoma ir turi sprendinj h(x). Nagrinésime
funkcijas V¥ (7,&,y), V7 (7,&, 2), U(T, £, w) ir vidurkius:

T
M, [h(:c)U} = lim % /o My + Mot)U (1, &,y + 2Xt) dt = (hU)y (7, €, v),

T—o0

M. [h(z)U] = lim %/OX h(m)U(T,E,x + o (z + A%)) dz = (hU), (7, €, Mo2),

X —oc0

T—o0

T
My [h(z)V*H] = lim % / h(w — Mt) VT (7,&,w — 2\ot) dt = <hV+>w(T,§,w),
0

T
My [h(z)V "] = lim %/0 h(w — X\t)V (T &t — )\10 (w— )\Ot)> dt

T—o00
z<hV7>w <T, &, )\iow> .

Matome, kad jei funkcijos h, U, VT, V™ yra periodinés su periodu 27 pagal greituosius
kintamuosius x, w, y, z, tai

(W) (r,6,w+2m) = (hVH) (1,6, w
(hV7), <7’§, +27r) (hV™), ( w>

Ao
<hU>y(T’ 6) ) + 27T) <hU>y(Ta 5’ y)a
(hU) (1, &, Moz + 2m) = (hU) (T, &, Mo 2). (7)
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Pazymékime funkcijy vidurkius pagal greituosius kintamuosius:
X

B{T,f}leiinoo%/h(ﬁf,z) dz,

0

_ 1 (v

U{Ta 5} = I/I}gn W / U(Ta 6) ’LU) dwa
o0 0

_ 1 /Y

V+{7_7 5} = Ylgn ? / V+(7_7 55 y) dya
o0 0

z
V{r,¢} = lim l/0 V7(1,¢, 2)dz. (8)

Z—oo /

Tarkime, kad h =U =V =V~ = 0. Tada turime
ovt ov— oU oU
Vt— =(V- =0 U— ) =(U—) =0.
), ) Ve, (vE),

4 Suvidurkintoji sistema

Pazymekime

(Tagvy)a 5 > A07—;

(7_75,2), 5 < A07—

ir (1),(2) uzdavinio asimptotinio sprendinio ieskosime tokiu pavidalu: v &~ V', vy & h,
vg =~ U, o funkcijos V*, U yra suvidurkintosios sistemos

Jr
V(Ta€7yaz) = {“;

oVt ov—T ov+ oU dh

o7 + 08—5 - flllv+6—y = fi23M, [h%] + fi32My [%U], £= X, (9)

ov— ov— 1 _ oV~ oU dh

. + )\08—5 + )\_Oflllv o, f123 M. {h%} + fiza My [@U} £ < Ao,
(10)

oU oU oU f321 My, [h%] + faiaMu [LVH], €2 Ao, 1)

- Mooy — fassUo— = ~
or 98 Ow J321 My, [h%} + hg1oMy, [22V =], € < Aot
su pradinémis ir krastinémis salygomis:
VH0,§y) = 0ly),  VT(1,0,Z) =4(z),  U0,&w) = x(w) (12)

sprendiniai.

Gauta duju dinamikos suvidurkinty lygéiu (9)—(12) sistema yra naujas ir mazai
istirtas asimptotinés analizés objektas, kurio tyrima numatome testi. Panasus uzda-
viniai pradeéti tirti straipsnio autoriy darbuose [4, 3].
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SUMMARY

The analysis of gas dynamics equations with initial and boundary conditions and
the construction of the corresponding averaged system

A. Krylovas, R. Kriauziené

In this paper hyperbolic system of the first order gas dynamics PDE with initial and boundary
conditions is studied. The aim of the paper is to construct the averaged system of differential
equations in order to find the uniformly valid in a large domain asymptotical solution. The averaged
system is a new object of asymptotical analysis.

Keywords: Gas dynamics, acoustic waves, asymptotical analysis, averaging, hyperbolic systems.
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