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Santrauka. Straipsnyje nagrinéjama dujy dinamikos diferencialiniy lygéiy dalinémis siste-
ma, kai dujy slégj ir vidine energija apraso bendrojo pavidalo busenos lygtys. Mazos ampli-
tudés (proporcingos €) periodinés akustinés bangos aprasomos tokiomis sistemomis ir yra ju
sprendiniai ilgajame laiko intervale ¢ € [0, O(¢™')]. Tac¢iau sukonstruoti asimptotinj artini,
tinkama visame intervale (tolygiai tinkama) néra lengva dél atsirandancéiy sekuliariyjy nariy
pavidalo et. Straipsnyje konstruojama tolygiai tinkama siame intervale asimptotiné aprok-
simacija, kuri leidzia aprasyti akustiniy bangy rezonansine saveika ir apibendrina anksc¢iau
autoriy gautus rezultatus idealioms politropinéms dujoms.

Raktiniai zodziai: duju dinamika, akustinés bangos, rezonansai, asimptotiniai metodai.

1 Uzdavinio formulavimas

Duju dinamikos diferencialinés lygtys, kai Silumos laidumo ir klampumo koeficientai
lygus nuliui, uzrasomos taip (zr., pvz., [3]):

9p , 9lpu) I(pu) , 0
ot Ox

9 2) —
ot +a$(P+pu) 0,
u

0 2 0 u?
&(pEer?) Jr%(pué'JrPqup?) =0.

=0,

¢ia p — dujy tankis, u — greitis, § — temperatura, P — slégis, £ — vidiné energija.
Sistema (1) papildoma busenos lygtimis:

P="P(p,0), E=E&(p.0). (2)

Padare elementariuosius pertvarkius, (1) sistema perrasome taip (apatiniai indeksai
t, x, p, 0 reiskia dalines iSvestines):

1
pe + (pu)z =0, ug + uty + —(Pypy + Pyby) = 0,
1 P (3)

Ht +U9z - pge (P—Epr)um
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2 Rymano invariantai

Pastebéje, kad (pg, ug, o) — const tenkina (3) sistema, ieskosime tokio pavidalo spren-
diniy:

p=po+epi(t,xe), u=ug+eui(t,x;e), 0 =00+ ebi(t,x;¢€). (4)

Kai € — mazas teigiamas parametras, skleidziame busenos funkcijas (3) sistemoje
Teiloro eilute.

« . . - . A 1 1 ep1 2\ »
Irase (4) 1 (3) ir pasinaudoje formulemis —— = —- — —/% + O(e?) ir

1 _ 1 p1 E00pP1+E00001 2 %
(po+ep1)€o(potepi,fo+eb1) — pofos E(pgf,‘oe + po€2, ) + O(E )a perrasome (3)

sistemos lygtis taip:

pit + Potiz + UopPiz = —€(P1U1)a,

P P
iy + uouig + —Lpre + 20y,
1 1
= —€ [muu + o (POpppl + P0p991)p1$ + p—(Poeppl + Pogo01)014
0 0

- p_;(POpplx + Po(ﬁm)} + O(e?),

Po Po_g 2 (5)
014 4+ uobie + MUM
509100
=—€ |:u1911 - m(POpm + Pogbr — 2E0pp0p1 — Eoppp1P — E0po0193) 10
p1 Eo0pp1 + Eop901 9 9
Py — & = O .
+ (goep% + pogge 0 0pPH | UL + (E )

Pa‘iymeklme U = (p17u17 91)T7 Ut = (Plt; Uit, elt)Tv U:b - (plzvulzv olm)T

)

W = (plplz; P1Ulz, 019117 U1P1z, U1 UL, U191x, 91011, 91U11, 9191I)T;

A= % Zz % , ﬁ:PO*gopp%_
0 P Poc0o
Tada (5) sistema uzraSome matriciniu pavidalu:
U, + AU, = cHW + O(?). (©)
Cia matrica
0 -1 o -1 0 0 0 0 0

H=|hagi1n 0 ‘haiz 0 =1 0  hazr 0  hoss
0  hsio 0 0 0 -1 0 LEED) 0

. . S P, P P
kurios nenuliniai elementai pazyméti: ho1; = —% + pLgp, hois = —% + IZ—%",
Py, P, Pop—2E0pp0—E0ppPa | Po—E0pp | PoE00pp1—E0p0E0pPa
hast = = =05, hasg = — =8¢, ha1p = = 0 T—rm0 + = T 5+ BT
h _ Poo—2E0,0 0 PoEogo—Eos0 0,y
332 pooe poE2, ’
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Matricos A tikrinés reiksmes yra

A1 = ug + Ao, A2 = uo, Az = ug — Ao, (7)

¢ia \g = \/L/Z’ﬁ + Py, — garso greitis.
Straipsnyje [2] buvo nagrinéjamos idealiosios politropineés dujos. Tada P = Rpt,
& = ¢, ir turésime: &, =0, &9 = ¢y, P = Rpobo — 7%—90, Pog = Rpo, Pop = Rbo,

PoCy
Ao = W/Reo(% + 1).

Bendruoju atveju funkcijos P(p,0) ir £(p,0) gali turéti sudétinga pavidala. Pa-

vyzdziui, Van der Waals’o dujoms: P = 172__01),;) —ap?, € = f(0) — ap, konstantos a ir
b priklauso nuo dujy molekuliniy savybiy. Pastebékime, kad Siuo atveju &, = —a ir

P yra teigiamas dydis.
Perrasome (6) sistema Rymano invariantais [3]. IS matricos A tikriniy vektoriy
sudarome neissigimusig transformacijos matrica:

po _Foopo
Ao P, Ao

R = 1 0 1
. L
g, _P
Ao Ao

Tada R~'AR = A = diag(\1, A2, \3).
Pa‘iymeklme V == (Ula V2, v3)T7 ‘/t = (Ult702t703t)T7 Vz = (UICE; V2z, U3I)T;

Q = (V1V12, V1V2g, V1V3s, V2V12, V2V2z 5 V232, U3V1z, V3V24, Usvsz)T
ir pakeiskime (6) sistemos nepriklausoma kintamajj U = RV. Tada i§ (6) gauname
RV; + ARV, = eHKQ + O(?), (8)

¢ia K = ||kij|loxo — matrica, kuria gauname keic¢iant kintamuosius:

p1 = a(vy —v3) — Bua, up = v1 + s, 01 = y(v1 — v3) + va,
Cia pazymeéta: o = i—‘;, 8= g—g", v = A_ﬁo’ t.y. matricos R elementai pazymeéti taip:
P

a - -«
R pr— 1 O 1 .
vy o1 =y
Matricos K elementus gauname grupuojant sandaugy narius. Surasome gaunamus
matricos koeficientus:

o> —aff -2 —af B2 af —a® af o

« 0 @ -0 0 -5 -« 0 —«
ay a —ay =Py B B —ay —a o
a -0 -« 0 0 0 « -6 —«
K=|1 0 1 0 0 0 1 0 1
ol 1 —y 0 0 0 ¥ 1 —x
ay —fy —ay o - —a —ay By ay
Y 0 Y 1 I = 0 -
S T L T S A A A &
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Matricos R atvirkstine matrica uzrasykime taip:

1 d g
R*1:2—d -2y 0 2« |, diad=a+ fy (detR=—2d).
-1 d -p

Dauginame (8) matricine lygti i$ kairés i§ matricos R~! ir gauname
Vi + AV, =eFQ + O(e?), 9)
cia

fiir fue fus fizn fize fizzs o fisn fize fiss
F=R'HK = | foi1 faz fas foor foo foos fos1 fozz foss |,
farr fai2 faiz faar fa22 faez fasi o faz2 fass

ir pazymeéje matrica

dho11 =1+ Bhsiz dhois —1 —d —B  dhosr  Bhaza  dhass
L= 0 27 + 2ahsio 0 2v 0 2« 0 2achsss 0 ,
dha11 1 —fh3i2  dhois 1 —d B dhogr —fBhsza  dhass

gauname, kad

1
F=—LK. 1
2d (10)

Atmetame eilés O(g?) narius ir perraome (9) matricine lygti koordinatiniu pavi-
dalu:

a’Uj ij S a’Uk .

Pastebékime, kad (11) pavidalas galioja esant bet kurioms busenos lygtims (2),
t.y. nepriklauso nuo dujuy savybiy.

3 Suvidurkintos sistemos tyrimas

Sudarykime atitinkama suvidurkinty lygciy sistema:

W, e Vi,
2 = ik M | Vig—|, j7=1,2,3. 12
5 = 2 | Vgt (12)
Cia 7 = et — létasis laikas, y; = x — \jt — greitasis charakteristinis kintamasis,
vidurkinimo pagal charakteristikas operatoriai M; apibréziami taip [2]:
aVk(Ta yk):|
M; | Vi(r, o)

OVi (T, yj + (Nj — \i)s)
8%—

1 T
= lim T/ Vi(r,yi + (A — X)) ds. (13)
0
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Pastebékime, kad i$ (13) integruodami dalimis, gauname V(i # j # k # i)

avk} A — [av
Vil X=Xy,
Oy Aj— Ak 0y;

%ﬁz w] (14)

Pereiname prie issamesnio (12) suvidurkintos sistemos tyrimo.
Is (10) daugindami matricas, gauname

fa22 =0, fo13 = —fa31 =

Q
+ ahzio + vh .
a—f—ﬁvw 312 7 333)

Pastebéje, kad i8 (7) ir (14) formulés iSplaukia, kad

5V3] uo — (uo + o) [5‘/1 }
My |1y 22| = o= (ot Ao),  TOVL G,
41@3 wo— (uo — ro) Ly |’
t.y.
oVs oV;
forsMao | Vi =22 | + fog1 Mo | V52| = 0.
ys oy

Taigi galioja

1 teiginys. Esant sqlygai - 5 fo 5(0,y5) dy; = 0, swvidurkintos (12) sistemos ant-

roji lygtis uzrasoma taip: %‘f =0, t. y. Va(et,x — upt) = @o(x — ugt).

Dar karta pastebékime, kad sSis teiginys irodytas esant bet kuriems koeficientams
hjik, t.y. nepriklauso nuo dujy busenos lygciu P = P(p, ), £ = E(p, 0) ir todél galioja
bet kurioms dujoms. Taigi gauname, kad (12) sistema galima perraSyti taip:

oV oV oVs oVs
——f111V1 = fi23 M Vo + fizoMy | Vs— 2
or oy 0ys3 oy |’
(15)
oVs oVs

oV, oV;
T2 fagg Va2 = fa1oMy | Vi | + fam My |Vae—b
or Y3 Ys

oy |
Pastebékime, kad

1
Ji11 =f333 = m(

+ B(ahg1z — v + hasay)) = p. (16)

—2a+ (o + B7)(h2110® — 1 + horzay + hagiory + hassy?)

Bendruoju atveju taikome (14) formule ir perrasome (15) sistema taip:
)% ov;
v, =L
or 0y;

Pastebékime, kad

5%’
= (fjer — 2fju2) M [Vzayﬂ j=1,3; k=3,1.

1
f123 — 2f132 :m(ﬂ — (a + Bvy)(h211aB + haz1 By — hagia — hazzy)
+ B(—Bhs21 + haze)) = v
Gauname oV ov v,
YV k
or — 1Y 0y; [‘/2 Oyx ]
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2 teiginys. Tarkime, kad galioja % fOQW V;(0,y;) dy; = 0 ir pradiniu laiko momentu
t =0, dujy tankis p1 ir temperatura 0, tenkina sqlygq:

)

PFO

p1(0,z;¢) =

Tada V1t € [0, T—‘:} galioja asimptotiniai artiniai:

@

" (Viet,z — (uo + Ao)t) — Va(et,x — (ug — Ao)t)) + O(e),

pl(ta €T3 E) =

P
01(t,x;¢) = o (Vi(et,z — (uo + Ao)t) — Va(et,x — (uo — Ao)t)) + O(e),
0
ui(t,z;e) =WVp (st, x — (ug + )\o)t) + Vg(et, x — (ug — )\O)t) +O(e).
Cia funkcijos Vi, Vs yra lygties

v, v, ,
L _Vi—L =0 =1,3. 18
or MV dy; J ’ (18)

sprendiniai.

Taigi teiginiai 1 ir 2 nustato akustiniy bangy rezonansinés saveikos atsiradimo
salygas. Kai negalioja (17), bangos aprasomos (15) sistema, kuri iSsiskaido i dvi
nepriklausomas (18) lygtis, kai rezonanso néra.
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SUMMARY

Asymptotical approximation of one dimensional gas dynamics problem
Aleksandras Krylovas, Olga Lavcel-Budko

We analyze nonlinear one dimensional gas dynamics system. The constructed asymptotic approxi-
mation which describes periodic acoustics waves resonant interaction is uniformly valid in the long
time interval. The results allow to determine the resonance conditions for the emergence and sum-
marizes the previous analyzed polytropic ideal-gas case.

Keywords: gas dynamic, acoustic waves, resonance, asymptotics methods.
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