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Santrauka. Straipsnyje autoriai atliko tiesing, netiesing ir skaiting analize akisptudZio dina-
mikos matematinio modelio, kuriame vélavimas priklauso nuo ieSkomo sprendinio (t.y. aki-
spudzio). Tiesiné analizé atlikta D-suskaidymo metodo pagalba. Netiesinés analizés metu,
remiantis bifurkacijuy teorija, sukonstruotas stabilus periodinis sprendinys. Skaitinéje ana-
lizéje akispudzio dinamika, gauta Rungés Kuto IV eilés metodu, palyginta su sprendiniais,
gautais pagal artutines formules, ir eksperimentiniais duomenimis. Akispudzio dinamika
buvo modeliuojama naudojant programa ,,Model Maker*.

Raktiniai Zodziai: akispudzio dinamikos matematinis modeliavimas, glaukoma.

Ivadas

Glaukoma yra optiné neuropatija, sukelianti negriztamus pakitimus akyse. Akispu-
dis — svarbus rizikos veiksnys, lemiantis glaukomos atsiradima. Daugumoje glaukomos
formuy regéjimo prastéjimas yra susijes su padidéjusiu akispudziu (IOP), dél kurio yra
suzalojamas regos nervas ir tinklainés ganglelinés lastelés. Akies skyscio sekrecijos ir
nutekéjimo reguliavimas yra fiziologiskai svarbus procesai, palaikantys IOP normos ri-
bose. Sis sudétingas mechanizmas reguliuoja vandeninio skys¢io cirkuliacija, todél yra
svarbus glaukomos valdymui. Dvi pagrindinés struktiiros, susijusios su akies skyscio
dinamika — krumplynas ir trabekulinio tinklo darbas (TM). Mechanizmai, dalyvau-
jantys vandens skyscio formavime — difuzija, ultrafiltracija ir aktyvi sekrecija. Pirmi
du procesai yra pasyvus ir nesukelia aktyvaus lasteliy dalyvavimo skysc¢io gamybo-
je. 80-90% viso skyscio, esancio akiy kamerose, yra pagaminama aktyvios sekrecijos
metu. Akies skystis yra gaminamas krumplyno epitelyje ir nuteka is uzpakalinés ka-
meros per vyzdj j priekine kamera. Krumplyne skysc¢io gamybos greitis priklauso nuo
IOP dydzio ir akies retrobulbarinés hemodinamikos. Akies skyscio gamybos ir nute-
kéjimo greitis normaliu atveju yra 3.0 ul/min ryte, 2.4 pl/min po piety ir 1.5 ul/min
naktj [3].

Intraokulinis skystis palieka akis inertiskai tekédamas dviem keliais: trabekuliniu
tinklu ir uveoskleriniu keliu. 75% skyséio nuteka trabekuliniu tinklu, o like 25%
skyscio nuteka uveoskleriniu nutekéjimo keliu.

Skyscio nutekéjimas per uveosklerinj nutekéjimo kelia nepriklauso nuo akispudzio,
o nutekéjimas trabekuliniu keliu tiesiogiai priklauso nuo akispudzio. Skysc¢io nutekeé-
jimas uveoscleriniu keliu su amziumi mazéja [3].

Kai sutrinka vandens nutekéjimas jprastu keliu, kyla IOP ir Zmogus suserga atviro
kampo glaukoma. Palaipsniui progresuojant glaukomai didéja Slemo kanalo lasteliy
ir trabekulinio sluoksnio deformacija, todél kyla IOP, o tai sukelia didéjantj skysciy
nutekéjimo rezistentiskuma [3].
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Jei akispudis nukrenta zemiau nei 5 mmHg, tada iSsivysto hipotonija, nes sutrinka
pusiausvyra tarp skys¢io gamybos ir nutekéjimo [1].

Pagal akispudzio dydj glaukoma skirstoma j padidéjusio, normalaus ir zemo aki-
spudzio glaukomas. Arteriné hipertenzija, kraujotakos sutrikimai ir cukrinis diabetas
yra pagrindiniai rizikos veiksniai padidéjusio, normalaus ir zemo akispudzio glaukomos
atsiradimui. Glaukomai yra budinga isemija, sutrikes aksomy transportas ir laisvyju
radikaly formavimasis, kuris sukelia tinklainés gangleliniy lasteliu apoptoze [4].

Akispudis svyruoja tam tikru paros ritmu, dazniausiai didziausias akispudis buna
naktj (3-5 val.), maziausias po pietu (15-17 val.). Sveikiems zmonéms akispudis svy-
ruoja 10-21 mmHg. Akispudzio dydj parodo tonometrijos rodikliai. Naudojant Ma-
klakovo tonometra, IOP vertinamas taip: normalus IOP — ne daugiau kaip 27 mmHg,
saikingai padidéjes IOP — 28-32 mmHg, o akispudis, didesnis negu 33 mmHg, laiko-
mas aukstu [1].

Glaukoma nesergancio zmogaus vidutinis akispudis yra 15.5 £+ 2.6 mmHg [3].

Siuo metu naudojama farmakologiné gydymo terapija didina skys¢io nutekéjima
ir slopina vandeninio skyséio gamyba taip sumazindama akispudj [3].

Glaukomos gydymui ir kontroliavimui labai svarbus yra mokslininky akispudzio
modeliavimas, nes tai leidzia geriau suprasti jo dinamika ir padeda valdyti glaukomi-
nius procesus.

Remiantis auksciau pateiktoje literaturoje nagrinétais akispudzio ir glaukomos
veikimo mechanizmais buvo sudarytas matematinis modelis, kurj siame straipsnyje
nagrinésime.

1 Matematinis modelis

Istirsime akispudzio dinamikos matematinj modelj (1), kuriame vélavimas priklauso
nuo ieskomo sprendinio, t.y. akispudzio. Musu tiriama modelj galima iSreiksti tokia

diferencialine lygtimi
. Alt—A
A:rA(t—A)(l—%), (1)

38 8= en(a1- ) .

Modelyje A(t) — akispudzio dydis laiko momentu ¢, r — tiesinis akispudzio augimo
greitis, h — nepastovus vélavimas tarp akies skysCio gamybos ir nutekéjimo, A, —
vidutiné akispudzio reikSmeé, parametras a € [0;1].

2 Tiesiné analizé

Lygtis (1) turi dvi pusiausvyros busenas:
A(t) =0, A(t) = A.. (3)

Gavome, kad nuliné pusiausvyros busena A(t) = 0 nestabili, kadangi t — +o0,
sprendinys A(t) — +o00. O A(t) = A, pusiausvyros busenos stabiluma tirsime padare
tokj kintamuyju pakeitima

A(t) = A, [1 +x [%” (4)
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Tada (1) pakei¢iame tokia diferencialine lygtimi
&+ rhx[t — exp(—ax)| {1 + z [t — exp(—ax)] } = 0. (5)
Lygties (5) tiesinés dalies charakteringasis kvazipolinomas bus toks
A+ rhexp(—X) =0. (6)

Kvazipolinomo (6) Sakny iSsidéstymo kompleksingje plokstumoje tiesiné analizé
atlikta darbe [2].

Toliau tirsime, kaip kinta kvazipolinomo (6) Saknys pereinant per taska r = 7/2h
i$ intervalo (0;7/2h) i intervala (m/2h; 57/2h). Apskaiciavus realios dalies diferencia-
la dr D-suskaidymo sienos peréjimo taske ir pagal jo zZenkla sprendziame apie lygties
sakny su teigiama realia dalimi skaic¢iaus padidéjima ar sumazéjima pereinant is sri-
ties Dg | sriti Do.

Skaiciuojame (6) kvazipolinomo pilng diferenciala

op oP
oy WA+ - dr =0, (7)

Pertvarke lygti (7) gauname

P d
dr = —Re T/r. (8)
Py
Tuomet, kai A = io,
he™ dr
dr = —Re——. 9
T ¢ 1 —rhe—to )

Glaukoma nesergancio zmogaus atveju, kai h = 6, » = 0.27, 0 = 0.262, gavome,
kad dr = 7.93. Atviro kampo glaukomos su padidéjusiu akispudziu atveju, kai h =
5.7, r = 0.27, 0 = 0.289, gavome, kad dr = 7.18. Atviro kampo glaukomos su zemu
akispudziu atveju, kai r = 0.26, h = 6.15, 0 = 0.255, gavome, kad dr = 8.396.

Kadangi (9) lygybéje visais trimis atvejais gauta, kad dr > 0, todél atsiranda dvi
Ssaknys su teigiama realia dalimi. IS to seka, kad nustatéme sakny su teigiama realia
dalimi padidéjima pereinant i§ srities Dg | sritj Do. Taigi intervale (w/2h;5m/2h)
kvazipolinomas (6) turi dvi Saknis su teigiama realia dalimi, todél Siame intervale gali
atsirasti lygties (1) stabilus periodinis sprendinys [6].

3 Netiesiné analizé

Siame skyriuje, remdamiesi bifurkacijy teorijy diferencialinéms lygtims su velavi-
mu [6], sukonstruosime modelio (1) stabily periodinj sprendinj.
Pazyméje rh = 7/2 + €, gauname charakteringaji kvazipolinoma

P\ e) =+ [% + s]e& (10)

oXe)=r7(e) tio(e), 7(0) =0, 0(0) =09 =7/2, e € 1.
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IS tapatybés P()\;e) = 0 seka, kad

2T 4

A !
T = ——— oy = —
07T x2 44 0T 24 g

(11)
15 =17 (¢), oy = d’(g), e =0 [6].
Remiantis auksciau gautais rezultatais galime uzrasyti teorema.

1 teorema. Jeirh = /24 ¢, 0 < e < 1, 0 < a < 1, tai diferencialiné lygtis (1)
pusiausvyros busenos A(t) = A, aplinkoje turés vieninteli stabily perioding sprending,
kuris isreiskiamas formule

A(t) = AL [1+ £cos(ooT) + E22(7) + O(€%)]. (12)

Israiskoje (12) o9 = 7/2, &, T isreiksti formule (13), kur T — laiko pakeitimas,
o x2(T) apibréztas formule (15) [6].
€ t
= /= S S 13
3 n T od) (13)

kur by ir co apibrézZti taip

117 —4 4% — 11nx 27T2747T27127T
= + +a

b
ST R ) 64 ’
2 11 ,7+3
_ 2,1 14
T I (14)
x2(T) apibréztas
2 2 — 2 —

xo(T) = — —Zﬂa + 107m sinwr — T cos . (15)

Kaih=6,a=0.3,r=0.27, A, = 17, = 0.049, 0y = 1.571, tai by = 1.4998, co =
0.3614, ¢ = 0.1811, 7 = t/6.0711. Tuomet normalaus akispudzio atveju diferencialinés
lygties (1) stabilaus periodinio sprendinio artutiné israiska yra

A(t) =17(1 4 0.1811 cos(0.2587t)
+ 0.0328(—0.7356 + 0.1057sin(0.5175¢) — 0.0529 cos(0.5175t))). (16)

Kai h = 5.7, a = 0.5, r = 0.289, A, = 20.5, ¢ = 0.0765, 0p = 1.571, tai by =
1.4090, c2 = 0.5942, ¢ = 0.2330, 7 = ¢/5.8839. Tuomet atviro kampo glaukomos
atveju, kai yra padidéjes akispudis, diferencialinés lygties (1) stabilaus periodinio
sprendinio artutiné israiska yra

A(t) =20.5(1 + 0.2330 cos(0.2669¢)
+ 0.0543(—0.8927 + 0.0429 5in(0.5339t) — 0.0215 cos(0.5339¢)) ). (17)

Kai h = 6.15, a = 0.2, » = 0.26, A, = 15.8, ¢ = 0.0282, 0¢p = 1.571, tai
ba = 1.5236, co = 0.2680, ¢ = 0.1360, 7 = ¢/6.1805. Tuomet atviro kampo glau-
komos atveju, kai yra zemas akispudis, diferencialines lygties (1) stabilaus periodinio
sprendinio artutiné israiska yra

A(t) =15.8(1 + 0.1360 cos(0.2542t)
+ 0.0185(—0.6571 +0.1372sin(0.5083t) — 0.0685 cos(0.5083t))). (18)
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4 Modelio skaitiné analizé

Pavaizduosime diferencialinés lygties (1), aprasancios normaly akispudj sveiko zmo-
gaus atveju, atviro kampo glaukomos su padidéjusiu akispudziu ir atviro kampo glau-
komos su zemu akispudziu skaitiniy sprendiniy dinamikos palyginima su eksperimen-
tiniais duomenimis [4, 5] ir stabiliais periodiniais sprendiniais, gautais pagal artutines
formules (16)—(18) (zr. 1-3 pav.).

— — Teorinis akispudis
+ Akispudzio skaitinis sprendinys ir eksperimentiniai duomenys

35.00
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0.00 12.00 24.00 36.00 48.00 60.00 72.00 84.00 96.00
Laikas (valandos)
1 pav. Normalaus akispudzio dinamika sveiko zmogaus atveju.

+Akispudzio skaitinis sprendinys ir eksperimentiniai duomenys
— — Teorinis akispudis
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Akispudzio lygis (mm Hg)

36.00 48.00 60.00 72.00

Laikas (valandos)

.00 84.00

2 pav. Padidéjusio akispudzio dinamika atviro kampo glaukomos atveju.

+Akispudzio skaitinis sprendinys ir eksperimentiniai duomenys
— — Teorinis akispudis

30.00 7

25.00]
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Akispudzio lygis (mm Hg)

IR

A

36.00 48.00 60.00 72.00 84.00
Laikas (valandos)

0.00 H++++++

0.00 12.00 24.00 96.00

3 pav. Zemo akispiidzio dinamika atviro kampo glaukomos atveju.
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5 ISvados

Tiesinéje analizéje nustatytos sritys Dg ir Ds. Netiesinéje analizéje asimptotiniy for-
muliy pagalba sukonstruoti stabilus periodiniai sprendiniai. Skaitinéje analizéje sta-
bilus periodiniai sprendiniai, gauti skaitiniais metodais, palyginti su eksperimentiniais
duomenimis ir sprendiniais, gautais pagal artutines formules.
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SUMMARY
D. Svitra, R. Vilkyté

Mathematical model of the Intraocular pressure dynamic

In this article the authors performed of the intraocular pressure dynamic mathematical model descri-
bed one differential equation with delay depends on the search solution, i.e. the Intraocular pressure
linear, nonlinear and numeric analyses. Linear analysis was performed D-segmentation method. In
the nonlinear analysis was constructed a stable periodic solution application on the bifurcation the-
ory. In the numeric analysis of the intraocular pressure dynamic obtained Runge-Kutta IV series
method was compared with the experimental data. Dynamic of the intraocular pressure was calcula-
ted applying program “Model Maker”.

Keywords: mathematical modeling of the intraocular pressure, glaucoma.
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