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1 Ivadas

2013 m. kovo 9 d. vyko XXII LEU jaunyjuy matematiky olimpiada. Uzduotis parenge
docentai A. Kaucikas ir E. Mazétis. Straipsnyje pateikiamos uzdaviniy salygos ir
sprendimai ta forma, kaip ir ankstesniuose autoriu darbuose [1, 2, 3].

Olimpiadoje dalyvavo apie 90 vyresniyjy klasiy moksleiviy. Tarp dalyviy bu-
vo moksleiviy, jau pasizyméjusiy ne tik Lietuvos, bet ir tarptautinése olimpiadose.
Desimt dalyviy (po 2-3 i$ kiekvienos klasés) buvo pakviesti i Lietuvos mokiniy ma-
tematikos olimpiada.

2 IX klasé

1. Raskite bent vieng skaiciy, kurio paskutinysis skaitmuo yra 2 ir, perkélus s skait-
meng § priekj, gaunamas dvigubai didesnis skaicius. Kiek tokiy skaiciy yra?
Tegul tai skai¢ius X = ajas...a, 12. Tada paga salyga 2X = 2aias...d,_ 1.
Is kitos pusés, jei skaiciaus paskutinysis skaitmuo yra 2, tai padauginus §j skaiciy
iS 2 gaunamas skaicius, kurio paskutinysis skaitmuo yra 4. Taigi a,,—; = 4. Tesiame
dvigubinima kol gauname skaitmenj 2, kuriuo prasideda skaicius 2 - X. Gauname 18
zenkly turintj skaiciy X = 105263 157894 736 842. Daugyba is 2 galima testi toliau
ir gauti uzdavinio salyga tenkinantj skaiciy 10'® - X + X. Taigi periodiskai ragant
skaic¢iaus X skaitmenis, gaunama be galo daug skaiciy, tenkinanciy uzdavinio salyga.
Atsakymas: 105263 157 894 736 842.

2. Lentoje po vieng kartq surasyti visi naturalieji skaiciai nuo 1 iki 2013. Pries
kiekvieng i$ juy parasome laisvai pasirinktqg Zenklg + arba —. Kokj maZiausig skaiciy
galima gauti atlikus veiksmus?
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C

1 pav.

Tarp lentoje uzrasyty skaic¢iy yra 1007 nelyginiai skaiciai. Vadinasi, nepriklau-
somai nuo zenkly + ir — sudéliojimo, atlikus veiksmus visada gaunamas nelyginis
skaicius S. Nurodysime buda, leidziantj gauti maziausia nelyginj naturalyjj skaiciy
S = 1. Kadangi 2013 = 4 - 253 + 1, visus skaicius, pradedant 2, sugrupuojame j}
ketvertus, sudarytus is paeiliui einanciy skaiciy &k, k + 1, k + 2, k + 3. Kadangi
k—(k+1)—(k+2)+ (k+3)=0,tai S =1.

Atsakymas: S = 1.

3. Krepsinio turnyre dalyvavo keletas vyresniyjy klasiy komandy ir dvigubai dau-
giau jaunesniyjy klasiy komandy. Visoms komandoms tarpusavyje suzaidus po kartg
paaiskéjo, kad jaunesniyjy klasiy komandos kartu iskovojo ketvirtadaliu maZiau perga-
liy negu visos vyresniyjy klasiy komandos. Kiek komandy dalyvavo tokiame turnyre,
jei visos rungtynés baigési vienos i§ komandy pergale?

Vyresniyjy klasiy komandy skai¢iy pazymékime n. Tada jaunesniyjuy klasiy ko-
mandy skaicius yra 2n. Pergaliy skaicius tarpusavyje suzaidus vyresniyjuy klasiy ko-
mandoms lygus C2 = @, o tarpusavyje suzaidus jaunesniyjy klasiy komandoms
C3, =n(2n —1). Tarp jaunesniyjy ir vyresniuju klasiy jvyko n - 2n = 2n? rungtyniu.
Tegul vyresnieji jose iSkovojo x pergaliu. Tada pagal salyga iSkovoty pergaliy snatykis
yra % = %. IS ¢ia x = mnffg’". Kadangi = < 2n2, gauname, kad n < 5.
Patikrine gauname, kad x yra sveikasis skaicius tik kai n = 5. Taigi turnyre dalyvavo
5 vyresniyjy ir 10 jaunesniyjy klasiy komandy.

Atsakymas: 15.

4. Trikampio ABC viduje yra toks taskas M, kad /BAM = /ABC, ZAMB =
110°. Kuri atkarpa BM ar AC ilgesné, jei ZACB = 80° ¢
Sakykime, kad tiesé [ yra atkarpos AB vidurio statmuo, o taskas K yra simetriskas
taskui M tiesés [ atzvilgiu (7r. 1 pav.). Kadangi ZBAM = ZABC, tai taskas K yra
krastineje BC. Tuomet ZAKC = 180° — ZAKB = 180° — ZAMB = 70° < ZACK,
tai AC < AK. Taigi AC < BM.
Atsakymas: ilgesné atkarpa BM.

3 X klasé

1. Krepsinio turnyre dalyvavo keletas vyresniyjy klasiy komandy ir dvigubai daugiau
jaunesniyjy klasiy komandy. Visoms komandoms tarpusavyje suzaidus po kartg pa-
aiskéjo, kad jaunesniyjy klasiy komandos kartu iskovojo ketvirtadaliu maziau pergaliy
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2 pav.

negu visos vyresniyjy klasiy komandos. Kiek komandy dalyvavo tokiame turnyre, jei
visos rungtynés baigési vienos is komandy pergale?
Zr. IX klasés 3 uzdavini.

2. Teigiamyjy skaiciy sekos T1,...,Tn,... pirmyjy n nariy suma zymima Sy, . Su
bet kuriuo naturalivoju n teisinga lygybé Z"T"’Q = +/2S5,. Uzrasykite sios sekos bendrojo
nario formule.

Pakeéle salygoje duotaja lygybe kvadratu, gauname % = 25,. Kadangi si

L. .. e v c . (T, 142)2
lygybé teisinga su visais naturaliaisiais skaiciais n, tai teisinga ir lygybé = =

2S,-1. Atéme viena lygybe i§ kitos, gauname (z, — zp—1)(xn + Tpn—1 +4) = 8z,
arba (z, — n-1)(@n + Tn-1) = 4(xy + Tp—1). I8 dia x, — 2,—1 = 4. Taigi seka yra
aritmetiné progresija, kurios skirtumas lygus 4. Kadangi S; = x1, tai le+2 = /2x;.
IS ¢ia xr1 = 2.

Atsakymas: x, = 4n — 2.

3. Su kuriais sveikaisiais n skaicius n® —n dalijasi i 2407
Isskaidome: 240 =2%-3-5, X, =n°—n=(n—1)-n-(n+1)-(n?+ 1). Kadangi
n — 1,n,n + 1 yra vienas po kito einantys skaiciai, tai X,, dalijasi is 3. Taip pat
nesunkiai jsitikiname, kad su visais sveikaisiais n skaic¢ius X,, dalijasi iS 5. Jei n yra
nelyginis skaicius, tai n — 1 ir n + 1 yra gretimi lyginiai skaiciai; vienas is ju dalijasi
i§ 4. Todél sandauga (n —1)(n + 1) dalijasi i$ 8. Taigi su visais nelyginiais n skai¢ius
X, dalijasi i§ 240. Jei n lyginis skaiéius, tai X,, = n(n*—1). Kadangi n* — 1 nelyginis
skaicius, tai n = 16k, k € Z.
Atsakymas: su visais nelyginiais n ir su n = 16k, k € Z.

4. Atkarpa AB yra apskritimo wy skersmuo, atkarpa DG — jam statmena apskriti-
mo styga. Kitas apskritimas wo liecia tiese DG taske D ir eina per taskq A. Raskite
sty dviejy apskritimy spinduliy santyk;.

Sakykime, kad tiesés AB ir DG kertasi taske C' (zr. 2 pav.). Jeigu taskas M —
apskritimo wy centras, o taskas N — apskritimo wy centras, tai AB||ND. Jei taskas
E yra atkarpos AD vidurys, tai Z/MAE = /NDE, ZAEM = Z/ZDEN = 90°, todél
AMFEA = ANED. Taigi apskritimy spinduliai AD ir AN yra lygus.

Atsakymas: 1.
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4 XI klasé

1. Teigiamuyjy skaiciy sekos x1, ..., Ty, ... pirmyjy n nariy suma zZymima Sy, . Su bet
kurivo naturalivoju n teisinga lygybé I"TH = /285,. Uzrasykite sios sekos bendrojo
nario formule.

Zr. X klasés 2 uzdavinj.

2. Isspreskite lygciy sistemaq

6 15

- —— =10 — zz,
Tz

15 10
_7_:67':6?%
Y T

1
—0—9:157342.
z 0y

Sistemos lygtis padaugine atitinkamai i$ zz, xy, yz ir sudéje, gauname lygybe
62y + 15y2 + 102z — (2y)? — (y2)? — (22)? = 0. (1)
Lygtis padaugine atitinkamai is 10, 6, 15 ir sudéje, gauname lygybe
—6zy — 15yz — 10z + 6% + 152 + 102 = 0. (2)
Atéme (1) lygybe i$ (2), gauname:
(zy —6)2 + (yz — 15)* + (22 — 10)? = 0.

I3 ¢a 2y = 6, yz = 15, zz = 10. Sudauging Sias tris lygybes gauname, kad (zyz)? =
30%. Kai zyz = 30, gauname sprendinj (2;3;5); kai xyz = —30, gauname sprendinj
(—2;=3;=5).

Atsakymas: (2;3;5), (—2;—3;=5).

3. Sakykime, kad pora (a;b) yra sveikasis lygties 22% + x = 3y? + y sprendinys.
Irodykite, kad a — b yra sveikojo skaiciaus kvadratas ir raskite vieng naturalyji lygties
sprending.

Pazymékime m = a —b, m € Z. Jrase a = b+m i lygti, gauname, kad b% — 4mb —
(2m? +m) = 0. I8 &a by o = 2m & V6m?2 + m. Kadangi b ir m yra sveikieji skaiciai,
tai 6m? +m =n? n € Z. Tegul n > 0. Kai n = 0, tai uzdavinio teiginys teisingas.
Su n = 1 lygtis sveikyjy sprendiniy neturi, todél n > 2. Tada m(6m + 1) = nZ.
Kadangi sveikieji skai¢iai m ir 6m 4 1 yra tarpusavyje pirminiai, tai m = k? arba
m=—-k*>keEN,obm+1=101?arbabm+1= -2 1€ N. Jei m = —k?, gauname,
kad —6k% +1 = —I2. I &a [?> = 6k% — 1. Tuomet skai¢iy (% dalijant i$ 3, gauname
lickana 2; bet taip buti negali. Taigi a—b = k2. Kai k = 2, gauname lygties natiiralyji
sprendinj (22;18).

Atsakymas: (22;18).

4. Smailiojo trikampio ABC viduje yra toks taskas P, kad ZAPB = /ZC + 60° ir
/BPC = ZA +60°. IS tasko P j trikampio ktastines nuleisti statmenys PA1, PBy,
PC4. Raskite trikampio A1 B1C1 kampus.
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A
17

3 pav.

Akivaizdu, kad taskai A, By, P, Cy (zr. 3 pav.) priklauso vienam apskritimui,
todél LZPABy; = /PC1B; = ay. Analogiskai taskai Ay, P, C1, B priklauso vienam
apskritimui, todeél ZPClAl = APBAl = ﬂl- Ta1g1 lAlBlcl = o1 + ﬂl =  —
(%) +ﬂ — 52; éla o = LA = a7 +042, ﬂ = /4B = ﬂl +ﬂ2 Tuomet lAlclBl =
180° — ZC — (180° — LAPB) = ZAPB — ZC = 60°. Visiskai analogiSskai gauname,
kad 40114131 = 60°.

Atsakymas: 60°.

5 XII klasé

1. Isspreskite lygciy sistemq
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Zr. X1 klasés 2 uzdavini.

2. Sakykime, kad pora (a;b) yra sveikasis lygties 22> + x = 3y + y sprendinys.
Irodykite, kad a — b yra sveikojo skaiciaus kvadratas ir raskite vieng naturalyj lygties
sprending.

Zr. XI klasés 3 uzdavini.

3. [Irodykite, kad su visais teigiamaisiais skaiciais x, y, z, tenkinanciais sqlygq
zyz =1, yra teisinga nelygybé 1+z§+y3 + 1+y§+zd + HZLFIJ < 1.

Is nelygybes 2?2 —zy+y? = xy ir lygybes 23 + 93 = (v +y) (2% — vy +y?) gauname,
kad 23+y3 > (z+y)zy > 0, kal T ir y — teigiami skaiciai. IS c¢ia 1+z§+y3 < 1+Iyl(m+y) =

N 1 :
ZHZHy. Analogiskai gauname nelygybes T S IJFQ;JFZ ir HZJHS < y+z+z, kurias
sudéje gauname nelygybe, kurig ir reikéjo jrodyti.

4. Apskritimai S, su centru Oy ir So su centru Os susikerta taskuose A ir B.
Apskritimo S1 lanke, esanciame apskritimo Sy viduje, pazymétas taskas C. Tiesés
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4 pav.

AC ir BC apskritimg So kerta taskuose E ir D. Raskite kampq tarp tiesiy DE ir
0,C.

Sakykime, kad tiesé [ yra apskritimo S; liestiné taske C' (zr. 4 pav.). Kampas
tarp tiesiy [ ir AE yra lygus kampui ABC. Kadangi ZABC = LZAED, tai l|DE.
Todél O1 LDE.

Atsakymas: 90°.
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SUMMARY

Survey of LEU olympiad 2013 for young mathematicians

E. Jakaityté, A. Kaucikas, E. Mazétis

The texts and solutions of the LEU young mathematicians olympiad - 2013 are presented.

Keywords: mathematical olympiads, problem solving.
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