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Santrauka. Skaiciaus 7 ir skai¢iaus e eiluciy pavyzdziais demonstruojama, kad mokykloje
eilutes galima traktuoti kaip mnemonines taisykles arba kaip dvigubyjuy nelygybiy sistemas.
Pateikiama teoriniy ziniy apie minétas konstantas, palie¢iami jy istorijos klausimai.

Raktiniai zodziai: skaicius 7, skaiCius e, eiluté, mnemoniné taisyklé, dviguboji nelygybé.

Propedeutika [graik. propaideuo — ,,i§ anksto apmokau®] — parengiamasis
mokymas; mokslo jvadas, glausta jvadiné kurios nors temos apzvalga.

Is tarptautiniy zodziy zodynu

1 Skaicius 7 = 3,14159. ..

Mokinys nuo pradiniy klasiy zino, kad 7 (pi) — tai apskritimo ilgio C' ir jo skersmens
santykis: m = %, kur R apskritimo spindulys. Jau pats 7 apibrézimas padeda bent
apytikriai nustatyti, kam jis lygus: uztenka paimti kuo didesnj ritinio formos daikta,
iSmatuoti jo skersmenj, tada apjuosti ritinj siulu, iSmatuoti jo ilgj ir apskaiciuoti siulo
ilgio ir skersmens santykj. Nors taip randamos reiksmeés tikslumas nedidelis, bet jau
babilonieciai zinojo artinj m ~ % (= 3,125).

Teorinj buda nustatyti 7 reikSme bet kuriuo tikslumu isrado senoveés graiky moksli-
ninkas Archimedas (287-212 m.pr.m.e.): uztenka apskaiciuoti j vienetinio skersmens
apskritima jbrézty ir apie ji apibrézty taisyklingyju daugiakampiy perimetrus, kai
krastiniy skaic¢ius dvigubinamas. Sis biidas buvo vartojamas iki pat eiluciy teorijos
atsiradimo, t.y. net du tukstantmecius. Beje, tobuléjant skaic¢iavimy menui, 7 reiks-
mé skaiciuojant siuo budu viduramziais pasieké net 38 Zenkly po kablelio tiksluma.

Siame pranesime pagrindinj démesj skirsime formuléms, pagal kurias 7 galima apy-
tiksliai apskaiciuoti turint tik paprasciausia skaic¢iuoklj, atliekantj aritmetikos veiks-
mus (taigi i$ principo — net skaic¢iuoklio neturint).

Parasykime formule

4 4 4 4 4 4 4

— T4 — 1
1 3+5 7+ 4n—1+4n+1 4n+3+ M

Tokiai ,begalinei sumai“ (nors niekas negali sudéti be galo daug skaiciy) imanoma
suteikti griezta prasme, remiantis ribos ir eilutés savokomis. Bet mokykloje suzinomi
tik pagrindiniai (matematinés) analizés faktai, ir norétysi apsieiti be minéty savoku.

Pasirodo, kad j (1) formule galima ziuréti kaip i mnemonine (atsiminti padedancia)
taisykle: visiskai aisku, kaip paeiliui parasomi nauji démenys, ir kuo daugiau démeny
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imsime, tuo tikslesne gausime 7 reikSme. Jei paeiliui imsime 1, 2, 3 ir t.t. démenis,
tai gausime seka

8 52 304
=4 =—-=266... = 3,46. =—=289...
1 3 2 3 ) ) T3 = 15 T4 105 ) )
w5 =333..., m=297..., wmr=328..., mwg=3,01...,
Nelyginiai jos nariai, 1-as, 3-as, 5-as, ... ir t.t., duoda vis tikslesnes reikSmes su

pertekliumi, o nelyginiai, 2-as, 4-as, 6-as ir t. t., — vis tikslesnes 7 reikSmes su trukumu.
Visas tas reikSmes suveskime i 1 lentele (Zzr. sekantj psl.). IS lentelés matome, kad
artiniai 7, létai artéja prie m reikSmeés, uztat ju aritmetiniai vidurkiai 7, = (7, +
Tnt1)/2 labai greitai pasiekia 2 teisingus zenklus po kablelio. Yra ir dar geresniy
buduy pagreitinti 7, artéjima prie 7 (7r. straipsnj [1] Siame leidinyje).

Taigi skaiciy 7 galima apibreézti taip:

Vienintely skaiciy x, su kiekvienu n € N tenkinant; visas nelygybes

1
4Q§><x<&
11 1 11
al1—o=4=_2 4 Z42
< 3+5 7><96< ( 3+5>
g(1-tpL1 1,1 <r<4 ENEE
375 779 v 3 5 7 9)

11
41— =4 Z4...
( 3757 +4n— 4n—1

1 1
al1—= 42 4...
<z < ( 3+5 +4n—3

+
_
~

vadiname .
Zinoma, §j apibrézima galima uzrasyti dar trumpiau:
Skaiciy x, su kiekvienu naturalivoju n tenkinant; nelygybe

g(1-141 42 LI T P b1 )
375 in—3 dn—-1)°7 375 in—3)

vadiname skaiciumi 7.

Suvokti, kodél toks skaicius vienintelis, nesunku. (2) nelygybé reiskia, kad z
patenka | ilgio Wl—1 intervala, o tie intervalai yra vienas kitame, ir juy ilgis artéja
prie 0.

Baigdami skyreli, paaiskinsime, kaip gimsta (1) formulé. Zinoma, tai ne jrodymas,
nors kiekviena zingsnj galima ir pagristi.

Kadangi arktangentas — tai kampas, kurio tangentas lygus x, tai

tg(arctgx) = x.

Diferencijuokime sia lygybe remdamiesi sudétinés funkcijos iSvestinés taisykle ir prisi-
minkime nykstamosios geometrinés progresijos suma bei tangento iSvestine (tgz) =
=1+tg?a:

cos2

1= [1+tg”(arctgz)] (arctgz)’ = (1 + 2”)(arctg z)’,
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1lentelé. Eiluteés (1) dalinés sumos 7y, ir vidurkiai 7n = (75 + mp41)/2.

n Tn Tn
1 4. 3.3333333
2 2.6666667 3.0666667
3 3.4666667 3.1809524
4 2.8952381 3.1174603
5 3.3396825 3.1578644
6 2.9760462 3.1298923
7 3.2837385 3.1504052
8 3.0170718 3.1347189
9 3.2523659 3.1471028
10 3.0418396 3.1370777
11 3.2323158 3.1453593
12 3.0584028 3.1384028
13 3.2184028 3.1443287
14 3.0702546 3.1392201
15 3.2081857 3.1436695
16 3.0791534 3.1397595
17 3.2003655 3.1432227
18 3.0860798 3.1401339
19 3.1941879 3.1429059
20 3.0916238 3.1404043
21 3.1891848 3.1426732
22 3.0961615 3.1406060
23 3.1850504 3.1424972
24 3.0999440 3.1407604
25 3.1815767 3.1423610
26 3.1031453 3.1408812
27 3.1786170 3.1422534
28 3.1058897 3.1409775
29 3.1760652 3.1421669
30 3.1082686 3.1410555
31 3.1738423 3.1420963
32 3.1103503 3.1411195
33 3.1718887 3.1420380
34 3.1121872 3.1411727
35 3.1701583 3.1419892
36 3.1138202 3.1412175
37 3.1686147 3.1419481
38 3.1152814 3.1412554
39 3.1672295 3.1419130
40 3.1165966 3.1412879
41 3.1659793 3.1418829
42 3.1177865 3.1413159
43 3.1648453 3.1418568
44 3.1188683 3.1413402
45 3.1638121 3.1418341
46 3.1198561 3.1413615
47 3.1628668 3.1418142
48 3.1207616 3.1413801
49 3.1619987 3.1417967
50 3.1215947 3.1413966
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todel
(arctgx) = T2 1—a? a2t — .
Juy pirmykstés gali skirtis tik konstanta,
x> 2P
t C=0——+——---.
arctgr + T 3 + 5
Paéme x = 0, nustatome, kad C' = 0, taigi
3 2P
arctgr=or— — + — —---.
retgr = 3 + 5

Istate ¢ia 2 = 1 ir padaugine abi puses i$ 4, gauname (1) formule.

2 SKkaicius e = 2,71828 ...

Skaic¢ius e matematikoje atsirado jau daug véliau, XVII amziuje. Pasakodami jo
atsiradimo istorija, remsimés interneto enciklopedija Wikipedia.

Sveicary matematikas Jakobas Bernulis (Jacob Bernoulli, 1654-1705) $ia kons-
tanta atrado tirdamas tokj klausima apie sudétinius procentus. Bankas uz kiekviena
indélio dolerj moka 100% palukany j metus. Jeigu palukanos apskaic¢iuojamos vieng
kartg metams baigiantis, kiekvienas jdétas doleris uzauga iki $ 2. Kas atsitikty, jeigu
palukanos buty priskai¢iuojamos ne vieng karta per metus, o dazniau?

Jeigu palukanos buty apskaic¢iuojamos du kartus j metus, tai palukanos uz kiek-
vienus 6 ménesius buty 50%, taigi pradinis $1 butu dauginamas is 1,5 dukart ir
virsty $1,52 = $2,25 mety gale. Jei paliikanos biity apskai¢iuojamos 4 kartus per
metus, tai indélio doleris tapty $1,25% = $2,4414..., o jeigu 12 karty j metus, tai
$(1+ L)' = $2,692597.... Taigi jei palitkanos buty apskai¢iuojamas n karty j
metus, tai kaskart palikanos biity 22 procenty, o per metus doleris virsty $(1+ 1)

Si seka didéja, kai n didéja. Skaiciuojant paliikanas kas savaite (n = 52) doleris
virsty $2,692597. .., o skaic¢iuojant kas diena (n = 365) — virsty $2,714567.... Kai
n didéja be galo (n — o0), tai galutiné suma artéja prie tam tikro skaiciaus, kurj
vadiname e; sakoma, kad tolydziai skaiciuojant paliikanas, galutiné suma pasiekty e
doleriy (t.y. $2,7182818...). Taigi indélio pradinis $1, esant metinei palukany normai
R ir skai¢iuojant palikanas tolydziai, po ¢ mety virsty $e. (Pavyzdziui, kai metinés
palukanos yra 5%, tai R = %O =0,05.)

Beje, matematikoje (kaip ir visur) daZnai atradimas priskiriamas ne Zmogui, pa-
dariusiam jj pirmakart. Pavyzdziui, skaiciumi e puikiausiai naudojosi logaritmuy is-
radéjas skoty matematikas Dzonas Neperis (John Napier, 1550-1617). Zymenj e Siai
konstantai véliau priskyré garsusis Sveicary matematikas Leonardas Oileris (Leonhard
Euler, 1707-1753).

Skaic¢iy e mokykloje galima traktuoti panasiai kaip ir skaic¢iy w. Nuosekliai ap-
galvoti zingsnius paliekame skaitytojui, o praleistus teiginiy jrodymus galima rasti
vadoveliuose [2, 3, 4].

Prie to paties skaifiaus (jau mazédama) artéja ir seka

1+12 1+13 1—’—1n+1
1 , 5 Sy ” S
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Taigi skaiciy e galima apibrézti taip:

Skaiciy x, tenkinanti nelygybe

1 n 1 n+1
(1+—) <$<(1+—)
n n

su kiekvienu n, vadiname skaiciumi e.
Bet dar svarbiau, kad prie skaiciaus e artéja seka

_1 1 1 1
Qn = “rﬁ‘i‘i‘i""‘i‘a,
o patj skaiciy e galima apibrézti taip.
Skaiciy x, tenkinant; nelygybe
1 1 1 1 1 1 1
1+ﬁ+5+"'+m<$<1+ﬁ+a+"'+a+m 3)

su kiekvienu n, vadiname skaiciumi e.

(3) nelygybeé labai tiksli — pavyzdZiui, jau paéme n = 5, randame e reikSme 3
zenkly po kablelio tikslumu.

Beje, remiantis (3) nelygybe nesunku jrodyti, kad e yra iracionalus. Tarkime
priesingai, kad e yra racionalus, t.y. e = 2 (p € N, ¢ € N). Kadangi, nelygybé

teisinga su visais n € IV, tai ji teisinga ir suqn =q:
RIS N P PPUE N )
1 2! q' q 1 2! q' q-q

Padauginkime (4) nelygybe is ¢! - ¢:

1 1 1 1 1
<1+—+—+~~~+—)q-q!<p-q!<<1+—+~~~+—)q-q!+1. 5)
12! q! 1! q!

Kairéje turime sveikajj skaiéiy, desSinéje — vienetu didesnj skaiciy. Taigi sveikasis
skaicius p - ¢! atsiduré tarp dviejy gretimy sveikyjy skaiciy. Priestara.
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SUMMARY
Propedeutics of series in a school
J.J. Macys, J. Susinskas

By examples of series for number 7 and number e we demonstrate that in a school one can to
interpret series as mnemonic rules or as systems of double inequalities.

Keywords: number pi, number e, series, mnemonic rule, double inequality.
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