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Santrauka. Straipsnyje nagrinéjami trikampiai, kuriy du kampy sinusai, kosinusai yra
racionalieji skaiciai. Irodyta, kad tokie trikampiai yra panasius j Herono trikampius ir at-
virksciai.
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sinusai.

1 Ivadas

Nagrinésime trikampiy kampuy bei krastiniy savybes, kai trikampio kampy trigono-
metrinés funkcijos sin ir cos yra racionaliosios. Manome, kad tokiy temy nagrinéjimai
gali buti naudingi matematika besidomintiems ir olimpiadoms besirengiantiems moks-
leiviams.

Kampai, kuriy sinusai ir kosinusai yra racionalieji skaiciai, vadinami pitagoriskai-
siais kampais. Jie yra svarbus diskreciojoje geometrijoje, nagrinéjant figury posukius
ir atvaizdzius, nes posukiai yra vieni i$ svarbiausiy judesiy skaitmeniniy vaizdy trans-
formavimuose [1, 4].

2 Svarbiausios sgvokos ir teoremos

1 apibrézimas. Trikampis, kurio krastiniy ilgiai yra sveikieji (racionalieji) skaiciai,
vadinamas sveikuoju (racionaliuoju) pitagoriskuoju trikampiu.

2 apibrézimas. Trikampis, kurio krastiniy ilgiai ir plotas yra sveikieji (racionalieji)
skaiciai, vadinamas sveikuoju (racionaliuoju) Herono trikampiu.

1 lema. Jei staciojo trikampio statiniy ilgiai — sveikieji skaiciai, o jZambinés — racio-
nalusis skaicius, tai jZambinés ilgis yra sveikasis skaicius.

Irodymas. Sakykime, kad staciojo trikampio statiniy ilgiai s ir ¢ — sveikieji skaiciai,
o jzambineés ilgis r yra racionalusis, bet ne sveikasis skai¢ius. Tada r = m/n, ¢ia m
ir n — tarpusavyje pirminiai sveikieji skaiciai. I$ lygybés r2 = s? + 2 igplaukia, kad
m? = n?(s? +t?). Kadangi m ir n — tarpusavyje pirminiai skaiciai, tai skaic¢ius m?
nedalija skai¢iaus n2. Tuomet skai¢ius m? turi dalinti skaiciy s? + t2. Tarkime, kad
dalmuo lygus k. Tada 1 = n%k, o i$ &a isplaukia, kad n = 1 — priestara.
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Kita lema yra gerai zinomas faktas. Kadangi sia lema naudosimés darbe, patei-
kiame trumpa jos jrodyma.

2 lema. Bet kuriam racionaliajam Herono trikampiui egzistuoja jam panasus sveika-
sis Herono trikampis.

Irodymas. Sakykime, kad racionalieji skaiciai a, b, ¢, S yra trikampio krastiniy ilgiai
ir jo ploto reiksémeé. Pagal Herono formulés nesimetrinj varianta [3, p. 87] yra teisinga
lygybe

1652 = (2ab)* — (a2 + b2 — 02)2.
Is ¢ia isplaukia, kad padauginus trikampio krastiniy ilgius is ju ilgiy vardikliy bendrojo
maziausiojo kartotinio, gauname trikampj, panasyjj i duotajj, kurio visy krastiniy
ilgiai ir plotas — sveikieji skaiciai.

3 Pitagoriskéji kampai

3 apibrézimas. Trikampio kampas « vadinamas pitagoriskuoju, jei kampas a arba
kampas m — « yra kurio nors sveikojo pitagoriskojo trikampio kampas [2].

1 teorema. Smailiojo kampo sinusas ir kosinusas yra racionalieji skaiciai, tada ir tik
tada, kai kampas — pitagoriskasis.

Irodymas. Sakykime, kad smailiojo kampo « sinusas ir kosinusas yra racionalieji skai-
ciai. Tada statusis trikampis su statiniais a = sina ir b = cosa yra racionalusis
pitagoriskasis trikampis. Pagal 2 lema egzistuoja jam panasus sveikasis pitagoriskasis
trikampis, t.y. kampas yra pitagoriskasis. Atvirkscio teiginio jrodymas akivaizdus.

2 teorema. Jei kampas o bukasis, tai ekvivalentus sie teiginiai:

a) kampo « sinusas ir kosinusas yra racionalieji skaiciai;
b) kampas o — pitagoriskasis;
¢) kampas « lygus staciojo kampo ir smailiojo pitagoriskojo kampo sumai.

Irodymas. a) = b) Sakykime, kad bukojo kampo « sinusas ir kosinusas — racionalieji
skaiciai. Is redukcijos formuliy gauname, kad smailiojo kampo m — « sinusas ir kosi-
nusas — racionalieji skaic¢iai. IS 1 teoremos tuomet iSplaukia, kad smailusis kampas «
yra pitagoriskasis. Atvirksciai, jei bukasis kampas « yra pitagoriskasis, tai smailusis
kampas v = ™ — « yra kurio nors sveikojo pitagoriskojo trikampio kampas. Tuomet is
1 teoremos isplaukia, kad kampo ~ sinusas ir kosinusas yra racionalieji skaic¢iai. Bet
a =m — 1, todél is redukcijos formuliy gauname, kad kampo « sinusas ir kosinusas
yra racionalieji skaiciai.

b) = c¢) Sakykime, kad bukasis kampas « yra pitagoriskasis. Tada smailusis
kampas = ™ — « pitagoriskasis, o smailusis kampas v = w/2 —n — irgi pitagoriskasis.
Taigia=m—n=n/24+7/2—n=7/2+.

¢) = a) Sakykime, kad a« = 7/2 + v, ¢ia v — smailusis pitagoriskasis kampas.
Tuomet i redukcijos formuliy gauname, kad kampo o = 7/2+ v sinusas ir kosinusas —
racionalieji skaiciai.
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4 Trikampio kampy racionaliosios sinusy ir kosinusy reiksmeés

3 lema. Jei trikampio dviejy kampy sinusai ir kosinusai — racionalieji skaiciai, tai ir
treciojo kampo sinusas ir kosinusas — racionalieji.

Irodymas. Sakykime, kad «, 8, v — trikampio kampy didumai, o kampy « ir 8 sinusai
ir kosinusai — racionalieji skaifiai. Kadangi v = m — (o + ), tai i§ sumos sinusy bei
kosinusy tapatybiy gauname, kad kampo v sinusas bei kosinusas irgi racionalieji.

4 lema. Jei trikampis yra sveikasis pitagoriskasis, tai visy jo kampy sinusai ir kosi-
nusai yra racionalieji skaiciai.

Atvirksciai, jei staciojo trikampio kurio nors smailiojo kampo sinusai ir kosinu-
sai yra racionalieji skaiciai, tai tas trikampis yra panasus sveikajam pitagoriskajam
trikampius.

Irodymas. Pirmosios dalies jrodymas akivaizdus. Antrosios dalies jrodymui paste-
békime, kad jei staciojo trikampio ABC' kurio nors smailiojo kampo, pvz. kampo
a = /BAC, sinusas ir kosinusas yra racionalieji skaiiai, tai ir jo tangentas — racio-
nalusis skaicius. Tarkime, kad

tga = % = %, a b cZ.
Nubraizykime statyjj trikampj AA’B’C’ Zinant du statinius C'B’ = o/, C'A’ =V
ir smailyji kampa o = ZB'A’C’. Akivaizdu, kad ANA'B'C' ~ ANABC. Trikampio
A'B'C’ statiniy C'B’ ir C'A’ ilgiai yra sveikieji skai¢iai, o jzambinés ilgis A’B’ =
@'/ sina — racionalusis skaicius. Pagal 1 lema, jzambinés ilgis yra sveikasis skaicius,
taigi AA'B'C" — sveikasis pitagoriskasis trikampis.

3 teorema. Jei trikampis yra sveikasis Herono, tai jo visy kampy sinusai ir kosinusai
racionaliefi skaiciai.

Atvirksciai, jei trikampio kuriy nors dviejy kampy sinusai ir kosinusai yra racio-
nalieji skaiciai, tai tas trikampis yra panasus sveikajam Herono trikampiui.

Irodymas. Irodysime lemos pirmaja dalj. Sakykime, kad sveikieji skaiciai a, b, ¢ —
trikampio krastiniy ilgiai, sveikasis skai¢ius S — jo plotas (1 pav.). Trikampio bet
kuriam kampui, pavyzdziui «, yra teisingos lygybés

T S 2ab
Taigi sin «v ir cos & — racionalieji skaiciai.

Irodysime lemos antraja dalj. Sakykime, kad trikampio AABC (1 pav.) kampy
a = LBAC ir p = ZABC sinusai ir kosinusai — racionalieji skaiciai. IS 4 lemos
iSplaukia, kad ir kampo v = ZAC B sinusas ir kosinusas yra racionalieji skaiciai. Jei
trikampyje yra bukasis kampas, tarkime § = ZABC, nubréziame aukstine BK i$
virsunés B j krastine AC. Trikampis AAK B — statusis, o jo kampo a« = Z/BAK
sinusai ir kosinusai yra racionalieji. IS 4 lemos isSplaukia, kad egzistuoja statusis
trikampis AA’K'B’ (2 pav.), kurio krastiniy ilgiai — sveikieji skaiciai ir AA'K'B" ~
AAK B. Nubrézkime krasting B'C” iki susikirtimo su krastine A’ K’ taske C’ taip, kad
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ji sudaryty su krastine A’B’ kampa 8 (2 pav.). Akivaizdu, kad AA’B'C' ~ ANABC.
Kadangi trikampis AC'K’'B’ — statusis, tai

cos
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sin-y Sy

+t.

IS ¢ia iSplaukia, kad krastiniy C’'B’ ir A’C” ilgiai yra racionalieji skaidiai. Akivaiz-
du, kad trikampiy AA’K’'B’ ir AC'K’'B’ plotai yra racionalieji. Tuomet trikampio
ANA'B'C’ plotas irgi racionalusis skai¢ius. Taigi AA’B’C’ — racionalusis Herono tri-
kampis, kuris pagal 2 lema panasus sveikajam Herono trikampiui.

IS Sios lemos tuoj pat gauname, kad joks lygiakrastis trikampis néra Herono (nei
racionalusis, nei sveikasis). Tikrai, lygiakrag¢iame trikampyje sin a = sin 60° = v/3/2,
t.y. sin @ — néra racionalusis skaicius.

4 teorema. Ekvivalentus sie teiginiai:
a) trikampis panasus kuriam nors sveikajam Herono trikampiui;
b) nors dviejy trikampio kampy sinusai ir kosinusai yra racionalieji;
¢) nors du trikampio kampai yra pitagoriskieji.

Irodymas. Teiginys a) < b) jrodytas (7r. 3 teorema). Teiginys c¢) < a) iSplaukia i3
1, 2 ir 3 teoremuy.
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SUMMARY
A rational sine and cosine of the angles of a triangle
E. Mazétis, G. Melnichenko

The article deals with triangles whose sines and cosines of the angles are the rational numbers. We
prove that these triangles are similar to Pythagorean or Heronian triangles, and vice versa.
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