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Santrauka. Darbe nagrinéjama susieta paraboliniy ir paprastyjy diferencialiniy lygciy sis-
tema. Paprastosios diferencialinés lygtys nagrinéjamos srities pavirsiaus dalyje. Gaunami
§iy lygéiy sprendiniy aprioriniai jveréiai. Si sistema apraSo pavirinés reakcijos tarp anglies
monoksido ir diazoto monoksido matemationj modelj.

Raktiniai zodziai: parabolinés ir paprastosios diferencialinés lygtys, pavirsinés reakcijos.

1 Ivadas

Diferencialiniy lygciuy teorijoje susietos paraboliniy bei paprastuju diferencialiny lyg-
¢iy sistemos dazniausiai nagrinéjamos toje pacioje srityje (zr. [3, 5, 4] ir ten nuro-
dyta literatura). Pavirsinés reakcijos taip pat aprasomos susietomis paraboliniy bei
paprastyjy diferencialiny lygciy sistemomis. Kai kurios i$ Siy lyg¢iy nagrinéjamos
srities pavirsiaus dalyje. Atvejai kai adsorbato difuzijos katalizatoriaus pavirSiumi
nepaisoma, o reagentas difunduoja link pavirsiaus i§ apréztos srities, produkto de-
sorbcija nuo pavir§iuas yra momentiné arba léta, nagrinéjami darbuose [2, 1]. Siuose
darbuose jrodoma klasikiniy sprendiniy egzistavimo ir vienaties teoremos. Skaitiskai
sie uzdaviniai sprendziami darbuose [6, 7].

Siame darbe nagrinésime bimolekulinés cheminés reakcijos tarp anglies monoksido
ir diazoto monoksido matematinj modelj bei gausime Sio modelio sprendiniy apriori-
nius jvercius. Be to tarsime, kad produkty desorbcija nuo katalizatoriaus pavirsiaus
yra léta.

2 Matematinis modelis

Darbe nagrinéjama reakcija tarp anglies monoksido ir diazoto monoksido: CO +
NoO — No + COs. Paéymeklme CO = Al, NoO = AQ, Ny = By ir COs = Bs. Yra
zinoma, kad reakcijos eiga galima iSskaidyti j tokius elementarius zingsnius:

A+ K2 MK, A+ K = AK,

K11 K22

AK "3 B +QK, AK+ QK "™ By + 2K,

¢ia Ap, A yra reagentai, K yra katalizatorius, A1 K, AsK yra reagenty Ap, Ao
adsorbatai, QK yra tarpinis produktas, By, Bs yra reakcijos produktai. Dviguba
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rodyklé parodo, kad reakcija yra griztama, o k1, K2, K11, Kby, Ka2, K13 yra reakcijos
greiciy konstantos.

Tarkime reagentai A; ir Ay uzpildo sriti 2 C R, n > 3, funkcijos a1 = aq(z,t)
ir ag = ag(x,t) yra reagentu koncentracijas taske x € (2 laiko momentu ¢, S :=
992 C C'* a € (0,1) yra (n — 1)-matis pavirsius, Sy yra uzdaras (n — 1)-matis
S poaibis (katalizatoriaus K pavirsius), S; = S\ Sa; funkcija p = p(§) yra adsorb-
cijos tasky koncentracija pavirsiuje S taske £ € S, p € C(95), p(§) > 0 kiekvienam
&eSirp(&) =0, kai £ € Sy; pbr, pha — reagentu A;, Ay adsorbaty koncentracijos;
pBs — tarpinio produkto QK koncentracija; pf4, pfs — nedesorbuoty produkty By, Bs
koncentracija; p(1 — 0) — neuzpildytu molekulémis adsorbcijos tasky dalis srityje Sa;
0 =0 0i; by = by(x,t) by = ba(x,t) — produkty B; By koncentracijos taske z € £2
laiko momentu t.

Nagrinéjame atveji, kai reakcijos produkty B, Bs desorbcija yra léta. Todél
funkcijoms 6;, i« = 1,...,5 turime Kosi uzdavinj paprastyjy diferencialiniy lygciy
sistemai.

0] = k1a1(1 — 0) — k1161 — K13p0103, O1|t—0 = O10, £ € Sa,

04 = Kkoas (1l — 0) — Kools — K3o02, O2]i—0 = 20, & € So,
04 = k5,05 — K13p0103, 03]i—0 = O30, & € So, (1)
04 = k5500 — K404, 04]t=0 = Oa0, & € S,
0L = Kk13p0105 — K505, O5]t=0 = 050, & € Sa.

Reagenty A;, Ao difuzija aprasoma paraboliniy lygciy sistema

a; — klAaz = 0, (SC,t) € 2 x (O,T),
k9% o, (£,1) € St x (0,7),
gn i=1,2. (2)
ki% + Klipai(l - 9) - Hiipeia (gat) S SQ X (OaT)a
aili=0 = aio, (z,t) € 22,

Produkty B;, Bs difuzija aprasoma sistema

b; —1;Ab; =0, (x,t) € () x (O,T),
b;
lza = 0, (§,t> S Sl X (O,T),
S;‘ i=1,2, (3)
lia_r: = Kiy3pliys, (&,1) € S2x (0,7,
bilt=0 = bio, (z,t) € 2,

¢ia 0, = 00,/0t, 0,0 = 0;0(§), & € Sz yra 0; reiksme pradinio laiko momentu ¢t = 0, ¢ =
1,2,3,4,5; A yra n-matis Laplaso operatorius; d/dn yra iSoriné normaliné iSvestiné
pavirsiui S; a} = da;/0t, b, = 0b;/0t, aj0 = aio(x) ir bip = bjo(x) pradines A; ir B;
koncentracijos taske x € £2; Ky, ki, i = 1,2, K13 it Kby yra adsorbcijos ir desorbcijos
grei¢io konstantos; k4 ir ks yra produkty B;p ir By desorbcijos grei¢io konstantos.
Visos konstantos k1, k11, K13, K2, K22, Kao, K4, Ks, k1, k2, 11, l2 yra teigiamos.

Su bet kokiu tolydziy funkcijy 6;, i = 1, ..., 5 rinkiniy (3) uzdavinys turi vienintelj
klasikinj sprendinj. Todél pakanka iSnagrineti (1)—(2) uzdavinj.
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3 Aprioriniai jverciai

1 lema. Tegu a; = a;(§,t), i = 1,2 yra tolydZios, neneigiamos funkcijos pavirsiuje
Sa x [0,T]; 60 = 0i0(&), i = 1,2,3,4,5, yra tolydZios ir neneigiamos funkcijos pavir-
Siuje Sa, Zle 0:0(&) < 1 kiekvienam & € Sa; p € C(5), p(§) = 0 kiekvienam £ € S
ir p(§) = 0 kiekvienam & € S1. Tegu 0; = 0;(E,t), £ € S, t € [0,T], i =1,2,3,4,5,
yra Kosi uzdavinio (1) klasikinis sprendinys. Tada 0;(E,t) > 0, i = 1,2,3,4,5 ir
2?21 0:(&,t) < 1 su kiekvienu & € So, t € [0,T].

Irodymas. Tegu
v = {(91,92,93,94,95) S RE)Z 91 == 91(§,t), 1= 1,2,3,4,5, t e [O,T]}

yra (1) sistemos trajektorija, prasidedanti taske (619(&), 020(&), 030(&), 040(E), 050(8)),
¢ € Ss. Irodysime, kad trajektorija v nepalieka srities, apribotos plokstumomis 6 =
S0 10, =1ir0;=0,i=1,234,5

Tarkime priesingai, kad trajektorija v kerta viena i$ plokstumy. Jeigu v kerta
plokstuma #; = 0 ir nekerta plokstumos # = 1, tai egzistuoja t* > 0 ir € > 0 tokie,
kad 61(¢,t) < 0, kai t € (t*,t* +¢] ir (¢, t) < 1, kai t € [0,t* + ¢]. Padaugine abi
(1) sistemos pirmosios lygties puses is elo mutr1apbadT gayname reisking, kurj galime
uzrasyti taip:

(Glefot K11+K13p03 dT)/ = K1a1 (1 — H)eft; K11+R13p03 dT.

Suintegrave pagal kintamajj ¢ gauname:
t
Hleftf ritrisplsdr — g, oy / kia1(l — Q)GIUT r11tr1zplsds g
0

Pagal prielaida funkcijos a; ir 619 yra neneigiamos. Todél reiskinys desinéje ly-
gybés puséje yra neneigiamas, o reiskinys kairéje lygties puséje yra neigiamas, kai
t € (t*,t* + ¢]. Gauta priestara jrodo, kad trajektorija v nekerta plokstumos 6; = 0.
Todeél 01 (£,t) > 0, t € [0,T]. Analogiskai galima jrodyti, kad 02(&,¢t) > 0, t € [0,T].

Tarkime egzistuoja laiko momentas t* > 0, kuriuo trajektorija v kerta plokStuma
03 = 0. Tada egzistuoja € > 0 toks, kad 03(&,t) < 0, kai t € (t*,¢* 4+ ). Padaugine
abi (1) sistemos treciosios lygties puses i$ elo Frzpbrdr gauname reiskinj, kurj galime
uzraSyti taip:

(93ef(f ﬁlspeld‘l')/ _ H;2926f0t wizpfidT

Suintegrave pagal kintamajj ¢ gauname lygybe
t
ngftf r13pf dr = 930 —+ / KZQQQGI‘;— r13p01 deT.
0

Kadangi 65(&,t) > 0, tai reiskinys desinéje Sios lygties puséje yra neneigiamas, o reis-
kinys kairéje lygties puséje yra neigiamas, kai ¢t € (t*,t* + ¢]. Gauta priestara jrodo,
kad trajektorija v nekerta plokstumos 03 = 0. Todél 65(&,¢) > 0, ¢ € [0,T]. Pasinau-
doje tuo, kad 01 (&,t) = 0, 62(&,t) > 0, 05(&,t) > 0, analogiskai galime jrodyti, kad
04(&,t) = 01ir 05(&,¢) >0, Vt € [0,T.
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Jeigu trajektorija v kerta plokstuma 6 = 1, tai egzistuoja t* > 0 toks, kad
0(&,t*) = 11ir 0;(¢,t) > 0, Yt € [0,¢*]. Sudéje visas (1) sistemos lygtis gauname
lygti

0 = (Hlal + Hgag)(l — 9) — k1101 — Ko9ba + HZQGQ — K4y — K5b5 — H13p9193.
Padaugine abi sios lygties puses is elo (k1a1+rzaz)ds gausime reiskinj, kurj pertvarkome
taip:

_ ((1 _ G)ef[f(n1a1+n2a2) ds)/
)efot(lﬁilalJrlﬁlQaQ) ds.

= (= k1161 — Kaobla + k3500 — Kaby — K505 — K13pb1 03

Suintegrave pagal kintamajj ¢ gauname lygtj

t
(1 — 9)6‘[0 (k1a1trzaz)ds 1—60y+ / (,%1191 + (Hgg — HSQ)GQ + K404
0
+ kb5 + r13pli0s)elo (Frartraaz)ds g

Pagal prielaida 1 — 6p(§) > 0 ir koo > K35. Todél reiskinys desingje Sios lygties
puséje yra teigiamas V¢ € [0,t*], o reiskinys kairéje lygtiés puséje yra lygus 0, kai
t = t*. Gauta priestara jrodo, kad trajektorija v nekerta plokstumos # = 1. Taigi
trajektorija v nepalieka srities, apribotos plokstumomis 6 = 1ir 6, = 0,7 =1,2,3,4,5.
Lema jrodyta. O

2 lema. Tequ 0; = 0,(£,t), 1 = 1,2,3,4,5 yra tolydZios, neneigiamos funkcijos pavir-
Siuje So x [0, T, tokios, kad Z?Zl 0:(&,t) < 1 kiekvienam & € So, t € [0,T], p € C(95),
p(&) =0, kai & €S irp€)=0,kaié€Sy,0<ape€C(2),i=1,2 Tegua;,i=1,2
yra (2) uZdavinio klasikinis sprendinys, o as — (3) uZdavinio klasikinis sprendinys.
Tada su visais x € 2 ir t € [0,T)] yra teisingos nelygybés

Rig ez(gat) ;
<ai(x,t) < i ; mioegn ) ThE U
0 < a;(z,t) < max { 15163%({‘1 o(2)} 565121,%:&6)[(0,T] ki 1—=0(&,1) } Z v

Irodymas. Padaugine (2) lygti i$ dalimis glodZios funkeijos 7 ir suintegrave cilindru
Q- =2 x(0,7), 7 € (0,T], gausime tapatybe

/a’mdmdt—kl/Aalndwdt:O

. Q-

Pritaike integravimo dalimis formule ja perrasome taip

f day " da; On
/
alndxdt—krl//—ndet—l—kl/ g dx dt = 0.
/Q,. 0 % on e 81'1 81'1

Pasinaudoje (2) krastinémis salygomis gauname

" day f

/almdﬂﬁdt—i—/ﬁ/z (,;;1 8;7 dmdt:// (k1p(0 — 1)ay + K11pb1)ndSdt.  (5)
, i 0% Sa

. Q. i=1 0
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Tegu

_ ar(x,t), kaiai(x,t) <O,
pi=ap (o) = { 10D iaE)
0, kai a;(x,t) > 0.

Istate taip apibrézta funkcija n i (5) gauname lygybe

n 2 .
/a'lal dacdt—i—kzl/Z(gCh) dxdt://(mp(@—l)al—i—mlp@l)af ds dt, (6)
Xq
i=1
Qr 0 53

Qr

kur Q7 = {(z,t) € Q: a1(z,t) < 0}. Kadangi (k1p(0 — 1)ar + k11p01)a; < 0, tai
integralas desinéje (6) lygybés puséje yra neteigiamas. Be to

1[0, V[ g imr 1 [y i
/a/laldzdt:i/aald:cdtzi/(al) dx‘t:0:§/(al) dz| ™" >0
Qr Q7 Q 2

Todél (6) lygybé yra galima tik tuo atveju, kai a;(z,t) > 0, Vo € 2, t € [0,T].
Tegu (5) tapatybeje

(ax () )+ ay(z,t) —r, kaiay(xz,t) >r,
= (ar(z,t) —r) " =
1 e 0, kai ai(x,t) < 7.

Tada pasinaudoje (2) krastinémis salygomis gauname

n aal 2
I
al(alfr)dxdtJrkl/ g ( ) dx dt
/Q ” 1 (9:61

~ .
T T 1=

- /T/ (k1p(0 — V)ay + k11p01) (a1 —r)* dS dt, (7)
0 JS,

kur Q7 := {(x,t) € Qr: a1 (x,t) > r}. Kai

r?ﬂ max 791(6’15) ,
K1 €€Satefo,1) 1 —0(€,1)

reiskinys k1p(0 — 1)a1 + k11p01 < 0. Todél integralas desinéje (7) lygybés puséje yra
neteigiamas. Tegu r > max, g{aio(z)}. Tada

1 1 .
/ a/l(alfT)dxdt:—/g(alfr)dedt:—/(al—r)ﬂdx‘t > 0.

Todél kai

7 > max { max{ao(z)} - M}’

9 X -
zenR ¢eSs,tel0,T] kK1 1 —0(&, ¢t

Vo € 02,t€0,T], (7) lygybé teisinga tik tuo atveju, kai aibé Q" yra tuséia. Taigi

al(x,t)<max{max{am($)} EM},

zeQ "eess, telo,T) k1 1 —0(Et)
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Vo € 2, t € [0,T]. Analogiskai jrodoma, kad az(z,t) > 0 ir

oalo, ) < max { o fam(0)} B

,  max —
ze2 £€Ss,tel0,1] Ko 1 —0(&, ¢t
Vo € 2,t€[0,T]. Lema jrodyta. O

3 lema. Tarkime yra patenkintos (2) lemos sqlygos. Tada su visais x € 2, t € [0, T
yra teisinga nelygybé

’ilal(za t) + ’12042(:670

%“1191 (E,f) + Z—zﬁ2292(€,t)
S it
R1 R2

q:min{a,g}. (8)

Sios lemos jrodymas yra analogiskas 2 lemos jrodymui,

< { {Raaro(a) + raazo(@)},
max <maxiyki1a T RoQ T y — max
h sen 0 2720 q €65, te[0,T]
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SUMMARY
The study of a mathematical model of surface reactions
A. Ambrazevicius, G. Puriuskis, D. Bikus

‘We prove the a priori estimates of a classical solution to a coupled system of parabolic and ordinary
differential equations, the latter being determined on the boundary of the domain. This system
describes the model of surface reactions between carbon monoxide and nitrous oxide.

Keywords: parabolic and ordinary differential equations, surface reactions.



	Ávadas
	Matematinis modelis
	Aprioriniai áverèiai
	Literatūra

