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niai ir jy sprendimai.
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1 Ivadas

2014 m. kovo 15 d. vyko XXIII Lietuvos edukologijos universiteto jaunuyjy mate-
matiky olimpiada. Uzduotis parengé docentai A. Kaucikas (MRU) ir E. Mazétis.
Straipsnyje pateikiamos uzdaviniy salygos ir sprendimai ta forma, kaip ir ankstes-
niuose autoriy darbuose [1, 2, 3].

Olimpiadoje dalyvavo apie 90 IX—XII klasiy moksleiviy. Tarp dalyviy buvo moks-
leiviy, jau pasizyméjusiy ne tik Lietuvos, bet ir tarptautinése olimpiadose. Desimt
dalyviu (po 2-3 i$ kiekvienos klasés) buvo pakviesti j Lietuvos moksleiviy matematikos
olimpiada.

2 IX klasé

1. Reksas ir Pifas c¢iupo uz skirtingy desros galy. Jei tik Reksas nukqgsty savo gabalg,
tai likty 300 gramy desros daugiau negu nukando Reksas. Jei tik Pifas nukqsty savo
gabalg, tai likty 450 gramy desros daugiau negu nukando Pifas. Kiek gramy desros
liks, jei abu nukgs savo gabalus?
Sakykime, kad = — Rekso nukastos desros masé, y — Pifo nukastos desros mase,
o a — likusios desros masé. Pagal uzdavinio salyga teisingos tokios lygybés: a +y =
x + 300, a + x = y + 450. Sudéje abi lygtis, gauname, kad 2a = 750.
Atsakymas: 375 g.

2. Desimciai moksleiviy buvo pateikta 10 uZdaviniy. Kiekvienas moksleivis is-
sprendé skirtingg skaiciy uzdaviniy. Kiekvieng is pateikty uzdaviniy issprendé toks
pats skaicius moksleiviy. Zinoma, kad moksleivis Darius issprendé penkis pirmuosius
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uzdavinius, bet neissprendé sestojo, septintojo, astuntojo ir devintojo uzdaviniy. Ar
Darius issprendé desimtqji uZdaving?

Kiekvienas i$ desimties moksleiviy issprendé skirtinga kiekj uzdaviniy. Kadangi
galimas toks atvejis, kai kuris nors moksleivis neiSsprendé né vieno uzdavinio, tai yra
11 galimy varianty. Kadangi moksleiviy buvo 10, tai kurio nors skaic¢iaus uzdaviniy
neissprendé nei vienas. Tarkime, kad nei vienas moksleivis neiSsprendé x uzdaviniy,
Cia = — sveikasis neneigiamas skaicius, ne didesnis uz 10. Taigi, i$ viso buvo iSspresta
04+14+2+---+10— 2 = 55 — x uzdaviniy. Kadangi kiekviena uzdavinj iSsprendé
toks pats moksleiviy skaicius, tai skaicius 55 — x dalijasi iS 10. Vienintelé sia salyga
tenkinanti x reikSmé yra x = 5. Taigi, niekas neissprendé 5 uzdaviniy, todél Darius
desimta uzdavinj iSsprende.

Atsakymas: Darius desimta uzdavinj iSsprendé.

3. Naturaliojo skaiciaus n skaitmeny suma dalijasi is 25, o skaiciaus n — 1 skait-
meny suma taip pat dalijasi is 25.

a) Raskite bent vieng tokj skaiciy n.
b) Kiek yra tokiy skaiciy?
¢) Raskite maZziausiq tokj skaiciy n.

Jeigu skaicCius n baigiasi ne 0, tai skaic¢iaus n — 1 skaitmeny suma yra vienetu
mazesné uz skaiciaus n skaitmeny suma. Taigi abiejy skaic¢iy skaitmeny sumos ne-
gali dalintis i$ 25. Analogiskai jsitikiname, kad ir priespaskutinis skaitmuo turi buti
lygus 0, ir t.t. Sakykime, kad skaic¢iaus n gale yra k nuliy, t.y. n = A00...0. Tada

k
n—1=(A—-1)99...9. Taigi, skai¢iaus n — 1 skaitmeny suma lygi N — 1 + 9k, ¢ia

k
N yra skai¢iaus A skaitmeny suma. Kadangi skai¢iaus A skaitmeny suma dalijasi is
25, tai 9k — 1 turi dalytis i$ 25. Taip yra, pvz., kai k = 14. Todél uzdavinio a) dalj
tenkina bet kuris skaicius, pavidalo A00...0, jei tik skaic¢iaus A skaitmeny suma

1
dalijasi i§ 25. Tokiy skai¢iy yra be galo daug. Maziausias skaicius, kurio skaitmeny
suma dalijasi is 25, yra 799.

Atsakymas: a) pvz., 99700000000000000; b) be galo daug; ¢) 79900000000000000.

4. Trikampio ABC krastine AB = 8. Krastinéje AB yra taskas K toks, kad
AK = 6. Atkarpa CK ir pusiaukrastiné AM kertasi taske P ir PM = 1. Raskite
pusiaukrastinés AM ilgj.

A K N B

1 pav.
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2 pav.

Nubréziame atkarpa MN||CK (1 pav.). Kadangi taskas M yra atkarpos BC
vidurio taskas, tai atkarpa M N — trikampio BKC' vidurio linija, t.y. KN = NB = 1.
Is trikampiy APK ir AMN panasumo isplaukia lygybé AP : AK = AM : AN, t.y.
AP :6 = (AP +1):7. I ¢ia seka, kad AP = 6, todél AM = 7.

Atsakymas: 7.

3 X klasé
1. Zr. IX klasés 2 uzdavinj.

2. Teigiamieji skaiciai a, b ir ¢ tenkina lygybe ab + bc + ca = babe. Su kuriomis
a, b ir ¢ reiksmémis suma S = a + b+ ¢ yra maziausia?

Kadangi a, b ir ¢ — teigiamieji skaiciai, tai salygoje duotaja lygybe uzrasome taip:
% + % + % = b, todél teisinga lygybé: ﬁ = % Pagal harmoninio ir aritmetinio
vidurkiy nelygybe, gauname, kad — Ji T < “+§+C. Is gautyju lygybiy seka, kad
a b c

a+b+tc
3

> % Harmoninio ir aritmetinio vidurkiy nelygybéje lygybé galioja tik tuomet,
kad visi skaiciai yra lygus. Kai a = b = c i$ salygoje duotos lygybés gauname
3a®> =5a%, t.y. a=b=c=0,6.

Atsakymas: a =b=c=0,6.

3. Zr. IX klasés 3 uzdavinj.

4. Lygiagretainio ABCD smailusis kampas A lygus . Krastinése AB ir BC pazy-
meéti taskai M ir N tokie, kad AM = NC. Atkarpos AN ir CM kertasi taske Q. Raskite
kampg ADQ.

Sakykime, kad tiesés AN ir DC kertasi taske F ir AD = a, AB = b, AM =

CN = n (2 pav.). I8 trikampiy AED ir NEC panasumo turime g—g = g—g, t.y.
56 = pe- 8 dia BC = 22 0 ED = 2 1§ trikampiy AMQ ir ECQ panaSumo

n?
AQ _ AM a

gauname g4 = 5 = 457 Kita vertus g—g =a: % = 4%, Kadangi S—(“E? = %,
0
tai atkarpa D@ yra trikampio ADFE pusiaukampiné. Taigi ZADQ = 18077”‘.

Atsakymas: 90° — 5.

4 XI klasé

1. Raskite visas pirminiy skaiciy p ir q poras, su kuriomis skaicius Tp+ 1 dalijasi is q
ir skaicius 7q + 1 dalijasi is p.
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Akivaizdu, kad jeigu pora (p;q) tenkina uzdavinio salyga, tai ir pora (¢;p) taip
pat tenkina uzdavinio salyga. Be to, jei p = g, tai skaic¢ius 7p+ 1 nesidalija i$ pirminio
skaiciaus p. Todél sakykime, kad p > ¢q. Pastebékime, kad skaic¢ius 7p+ 7qg+ 1 dalijasi
is p (7q+1 dalijasi is p) ir is ¢ (7p+1 dalijasi i$ ¢). Kadangi p ir ¢ yra pirminiai skaiciai,
tai skaicius 7p + 7q + 1 dalijasi iS ju sandaugos pq, todél pqg < Tp+ 7q + 1. Pertvarke
sig nelygybe gauname, kad (p —7)(¢—7) < 50. Jei ¢ = 2, tai T+ 1 = 15, todél p = 3
arba p = 5. Jei ¢ = 3, tai 7¢ + 1 = 22, todél p = 11. Nesunkiai patikriname, kad kai
q =5 ir ¢ = 7, néra tokio didesnio uz ¢ pirminio skaiciaus, kuris dalija skaic¢iy 7¢ + 1.
Tarkime, kad p > ¢ > 7. Tuomet 50 > (p — 7)(q¢ — 7) > (¢ — 7)2, todél ¢ — 7 < /50,
t.y. ¢ < 15. Liko patikrinti dar du pirminius skaié¢ius ¢ = 11 ir ¢ = 13 ir jsitikinti,
kad abiem atvejais uzdavinio salyga tenkinanciy skaiciy p néra.

Atsakymas: (2;3); (3;2); (2;5); (552); (3;11); (1153).

2. ISspreskite lygciy sistemqg: x + 2y = V22 —1, 2y + 5 = Vdr -1, 5§ +x =
V8y — L.

Sudéje visas tris sistemos lygtis gauname: 2z + 4y + 2 = Az — 1 + /8y — 1 +
v2z —1. Padaugine abi Sios lygybés puse i$ dviejuy ir pertvarke, gauname, kad
(Var —1-1)2+ (By—1—1)2+ (/22 —1—1)2 = 0. Si lygybé teisinga tik ta-
da, kai iz —1-1=0, B8y —1-1=0,v22-1-1=0. Bdlaz =43, y=1,

z=1.

Atsakymas: (%, i, 1).

3. Duotas skaicius X = 333...3334. Raskite visus skaiciaus X? = a1as ... an
—_——
2014 trej.
skaitmenis ay,as, ..., any.
Pastebékime, kad duotajam skai¢iui X teisinga lygybé: 3X = 10215 + 2. Tuomet
9X2 =10%1030+4.102915 +4=999...999 +1+4-999...999 +4 +4 = 999...999 +4 -
—_ —_ —_

4029 dev. 2014 dev. 4029 dev.
999---99949. I8 ¢ia X2 =111...1114+4-111...111+1 = 111...111555...5556.
—_——
2014 dev. 4029 vien. 2014 vien. 2015 vien. 2013 penk.

Atsakymas: 111...111555...5556.
2015 vien. 2013 penk.

4. Zr. X klasés 4 uzdavinj.

5 XII klasé
1. Zr. XI klasés 1 uzdavinj.

2. Teigiamieji skaiciai a, b, ¢ ir d tenkina nelygybe 2(a + b + ¢ + d) > abed.
Irodykite, kad a® + b% 4 c® + d? > abed.
Pagal Kosi-Svarco nelygybe turime (a?+b>+c?+d?)(1+1+1+1) > (atb+ctd)? >
2b2

2 42 212 2352
VEE 15 gia seka, kad a® + 02 + 2 4 d2 > LUCE _ abed b Kai abed > 16, tai

(a® +b? + ¢? + d?) > abed. Kai abed < 16, pagal aritmetinio ir geometrinio vidurkiy
nelygybe gauname (a2 + b2 + ¢ + d?) > 4V a2b?c2d? = 4v/abed. Kadangi 16 > abed,
tai 4 > Vabed, todél a? + b% + ¢ + d? > 4v/abed > Vabed - v/ abed = abed.
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E
B C
P 4
A F D
3 pav.

3. Zr. XI klasés 3 uzdavinj.

4. | keturkampj ABC D, kurio krastinés AD ir BC nelygiagrecios, jbréztas apskri-
timas su centru O. Apskritimas liecia krastine BC' taske E, o krasting AD — taske F'.
Tiesé AO kerta atkarpg EF taske K. Raskite kampg BKO.

Sakykime, kad krastine AB apskritimas liecia taske P (3 pav.). Akivaizdu, kad
/PEF = ZPOA, nes jie lygus pusei lanko FP. Tuomet /ZKEP + /KOP = ZPOA +
ZKOP = 180°, todél taskai K, E, P ir O yra viename apskritime. Kadangi ZOEB =
ZOPB = 90°, tai taskai O, FE, B ir P yra viename apskritime, kurio skersmuo —
atkarpa OB. IS ¢ia seka, kad tam apskritimui priklauso ir taskas K, todél ZBKO =
90°.
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SUMMARY

Survey of LEU olympiad 2014 for young mathematicians

E. Jakaityté, E. Mazétis

The texts and solutions of the LEU young mathematicians olympiad — 2014 are presented.

Keywords: mathematical olympiads, problem solving.
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