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Santrauka. Biojutikliy veikimas apraSomas matematiniais modeliais su reakcijos difuzi-
jos lygtimis. Dél netiesiSkumo reakcijos nariuose, tikslus matematiniy modeliy sprendimas
imanomas tik skaitiniy metody pagalba, taciau tai imlus laikui procesas. Darbo tikslas —
pasitlyti laiko zingsnio keitimo algoritma, kuris nepazeisty skaiciavimy tikslumo, bet suma-
zinty reikalingy atlikti skaiciavimy kiekj neisreikstinése baigtiniy skirtumy schemose. Su-
kurtas algoritmas buvo pritaikytas dviems biojutikliy modeliams: su skirtinga difuzija ir su
skirtinga reakcija. Sio algoritmo pritaikymo galimybés yra placios, nes jis remiasi daugeliui
biojutikliy budingomis savybémis. Pateikiamos rekomendacijos, kaip parinkti optimalius
algoritmo parametrus bendru atveju. Nustatyta, kad algoritmo efektyvumas labiausiai pri-
klauso nuo matematinio modelio reakcijos nariy, taciau algoritmas spartina skaic¢iavimus su
visais nagrinéjamais modeliy parametrais. Skai¢iavimo laiko sumazinimas svyruoja nuo 30%
iki desim¢iy milijony karty.

Raktiniai zodziai: biojutiklis, matematinis modeliavimas, neisreikstiné baigtiniy skirtumy schema,

kintamas laiko zingsnis..

Ivadas

Biojutikliai naudojami norint iStirti konkrec¢ios medziagos savybes (dazniausiai — nu-
statyti tirpalo koncentracija) [8]. Tam tikra medziaga, kuri gali buti pagaminama
pasitelkiant bioinzinerija, reaguoja su tiriamaja, o Sios reakcijos rezultatas jtakoja
biojutiklio parodymus. Dazniausiai naudojama biologiskai aktyvi biojutiklio medzia-
ga — fermentas, taciau taip pat gali buti naudojamos ir kitos medziagos [2]. Reak-
cijos rezultato perdavimas gali vykti elektrochemiskai, termiskai, optiskai, remiantis
mechanigkais efektais, varza [8]. Siame darbe nagrin¢jami biojutikliai, kuriy aktyvi
medziaga yra fermentas, o atsakas yra matuojamas kaip anodiné ar katodiné srové,
kuri yra proporcinga reakcijos produkto koncentracijai [6].

Tiriant biojutikliy veikima fiziniai eksperimentai kei¢iami kompiuteriniu modelia-
vimu jau puse amziaus. Matematinis biojutiklio veikimo modelis pagristas reakcijos
difuzijos lygtimis, kurios dél reakcijos nario netiesiSkumo bendruoju atveju sprendzia-
mos tik skaitiniais metodais [7]. Sie metodai yra itin imliis laikui, todél naudojami
ivairus skirtuminiy schemy patobulinimai, jskaitant fiksuotai kintancio ir adaptyvaus
tinklelio metodus [5]. Pirmojo metodo realizacija yra kebli, o antrasis metodas pasi-
Zymi mazu efektyvumo ir paklaidos santykiu. Siame darbe tiriamas kitas problemos
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sprendimo budas — kintamo laiko zingsnio taikymas Crank—Nicolson baigtiniy skirtu-
my schemai, kur reakcijos narys apskaiciuojamas panaudojant koncentracijy reikSmes
i$ praeito laiko zingsnio.

1 Matematiniai biojutikliy veikimo modeliai

Siekiant jvertinti siulomo algoritmo efektyvuma, jo pritaikymo galimybés jvertin-
tos trisluoksniam Michaelis-Menten kinetika pagristam matematiniam modeliui ir
viensluoksniam modelui su chemiskai modifikuotu elektrodu. Pirmasis modelis pasi-
zymi sudétingesne difuzija, o antrasis — sudétingesne kinetika.

1.1 Trisluoksnis biojutiklio matematinis modelis

Nagrinéjant biojutiklius jprasta juos matematiskai aprasyti kaip susidedancius is skir-
tingy sluoksniy, pasizyminc¢iy skirtingomis fizikinémis savybémis [4]. Nagrinéjamas
matematinis modelis susideda i$ fermentinio sluoksnio, dializés membranos ir difuzijos
sluoksnio. Biojutikliui veikiant, fermentiniame sluoksnyje vyksta medziagu difuzija ir
Michaelis—-Menten reakcija:

% _ 6251 _ Vma,xsl % _ 82P1 Vma,xsl
ot 51 Ox? Ky + Sy’ ot = 0x? Ky + Sy’

(1)

kur ¢ ir  yra laikas ir erdve, Si(x,t), Pi(x,t) yra substrato (S7) ir produkto (P;)
molinés koncentracijos fermente, ir Dg,, Dp, yra difuzijos koeficientai.

Dializés membrana naudojama fermentui prispausti prie elektrodo, o ties jos pa-
virsiumi susidaro mazesnés koncentracijos substrato sluoksnis negu likusiame tirpale,
todél | matematinj modelj gali buti pridedamas ir iSorinis difuzijos sluoksnis, kuris
modeliuojamas, remiantis Nernst difuzijos sluoksnio modeliu [6].

Membranos ir difuzijos sluoksniuose procesas aprasomas difuzijos lygtimis, abiems
sluoksniams taip pat [4]. Dél didelio modelio parametry skaiciaus, difuzijos koeficien-
tai visoms medziagoms atitinkamuose sluoksniuose laikyti vienodais. Modelio pradi-
nés ir krastinés salygos naudojamos tokios kaip [3].

1.2 Sudétingesnés kinetikos biojutiklio modelis

Chemiskai modifikuoto biojutiklio biokatalizés procesuose dalyvauja fermentas (E),
substratas (5) ir mediatorius (M), kuriuo yra chemiskai modifikuojamas elektrodas.
Siu medziagy kaita nagrinéjama tik fermente, kurio storis yra d [1]:

aS %8 oM O*M
o - S a2 +k_1Es — k1Eoy S, o VM gm T ksEreaM, (2)
P %P OF
o = Doy thsBreall, =52 =k BowS — ko1 Es — kB, (3)
OFyed OF

= kQES - k3EredMa — = kBEredM + k—lES - klan:S- (4)

ot ot

Fermento-substrato junginio Fg, redukuoto fermento E,.q ir oksiduoto fermento E,,;
reakcijoms difuzijos jtaka yra nezymi, todél Sios reakcijos aprasomos be difuzijos nario.
Pradinés, krastinés ir derinimo salygos naudojamos kaip [1].
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1.3 Biojutiklio atsakas

Abiems modeliams biojutiklio atsakas skai¢iuojamas pagal formule:

or
I(t) = neFDp o (5)

kur I yra elektros srovés tankis, n, = 2 yra pernesanciy kruvij elektrony kiekis elekt-
rodo pavirsiuje, o F' = 96486 C/mol yra Faradéjaus konstanta.

2 Skaitinis modeliavimas

Biojutikliy analitiniai matematiniy modeliy sprendiniai egzistuoja tik kai kurioms
modelio parametry reikSméms, o kitais atvejais naudojamas skaitinis modeliavimas,
dazniausiai — skirtuminés schemos [9, 4]. Siame darbe yra naudojama Crank-Nicolson
skirtuminé schema, kuri, skirtingai nei iSreikstiné schema, neturi maksimalaus laiko
zingsnio apribojimo difuzijos nariui. Naudojant Crank—Nicolson schema, eiliné me-
dziagos koncentracija tam tikrame erdvés ir laiko taske iSreiskiama per gretimus erdvés
taskus einamuoju ir praeitu laiko momentais, o gaunama lygé¢iy sistema sprendzia-
ma perkelties metodu [7]. Skai¢iavimai vykdomi tol, kol atpazistamas stacionarus
biojutiklio atsakas i, laiko momentu ¢, (naudota e = 0,001):

t di(t)

it) ot

t, = min {t:
i(t)>0

’ < e}, i(ty) ~ ip. (6)

3 Kintamo laiko zZingsnio algoritmas

Sitlomas kintamo laiko zingsnio algoritmas vykdomas po kiekvieno laiko zingsnio
paskaic¢iavimo. Remiantis skaiCiavimo metu surinkta informacija, yra nusprendzia-
ma, ar testi skaiciavimus, ar grjzti laiko zingsniais atgal bei kokj laiko zingsnio dydj
naudoti. Algoritme yra tikrinamos SeSios salygos eilés tvarka ir vykdomi tik pirmos
tinkancios veiksmai. Apibendrintai algoritmas atrodo taip:

1. Jeigu maksimalus medziaga mazinanciy reakciju santykis su likusia lygties dali-
mi yra didesnis negu 100%, tuomet griztama vieng laiko zingsnj atgal ir suma-

zinamas laiko zingsnio dydis, priklausomai nuo virsijimo procento, padauginto
i$ koeficiento — atitinkamo algoritmo parametro.

2. Jeigu buvo gauta bent viena neigiama, begaliné ar konkretaus modelio apriboji-
mus pazeidzianti koncentracija, tuomet griztama tam tikrag kiekj zingsniy atgal
ir sumazinamas laiko Zingsnis, pritaikant atvirkséia laiko didinimui formule (Zr.
6 zingsnj) N karty, kur N — algoritmo parametras.

3. Jeigu santykinis biojutiklio atsako pokytis yra mazesnis uz € jau antra zingsnj
is eilés, skaiciavimai yra stabdomi.

4. Jeigu siame zingsnyje biojutiklio atsakas yra mazesnis negu praeitame daugiau
nei tam tikra procenta ir laiko zingsnio dydis nebuvo mazesnis nei pries tai
einantj laiko zZingsnj, tuomet elgiamasi taip pat kaip ir 2-ame zingsnyje, bet
papildomai pazymima naujoje skaic¢iavimy atsakoje, jog Sioje atsakoje jau buvo
biojutiklio atsako kritimas.
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5. Sioje algoritmo dalyje du gretimi laiko Zingsniai nagrinéjami kaip vienas: paskai-
¢iuojamas dviejuy gretimy zingsniy srovés aritmetinis vidurkis, bei susumuojami
abiejy zingsniy naudoti laiko zingsnio dydziai. Tai padaroma paskutinéms dve-
joms laiko zingsniy poroms. Tuomet vykdomi atitinkami tikrinimai kaip 4-ame
bei 3-iame algoritmo zingsniuose:

e Kaip ir 4-ame algoritmo zingsnyje, tikrinama, ar nebuvo sroveés tankio kri-
timo, taciau §j karta neleidziama sroves tankiui sumazeti né kiek. Jeigu
sumazéjo, tuomet griztama atgal dviem laiko zingsniais daugiau nei 4-ame
algoritmo zingsnyje.

o Kaip ir 3-iame algoritmo zingsnyje, jei abu is eilés biojutiklio atsako vi-
durkio santykiniai pokyciai mazesni uz €, tuomet skaic¢iavimai stabdomi,
tik kaip atsakymas naudojamas paskutiniy dvieju zingsniy srovés stipriy
tankiy vidurkis, o ne paskutinio zingsnio reikSmé.

6. Jeigu pasiektas Sis zingsnis, vadinasi skaic¢iavimai bus tesiami toliau, negriztant
atgal. Naujasis laiko zingsnio dydis apskaiciuojamas dauginant praeita is atitin-
kamo algoritmo parametro, bet tik tuo atveju, jei sioje atsakoje nebuvo biojutik-
lio atsako kritimo, ir jeigu maksimalus medziaga mazinanciy reakcijy santykis
su likusia lygties dalimi nepasieké atitinkamo algoritmo parametro reiksmés.

4 Rezultatai

Trisluoksnio modelio atveju algoritmas buvo ishandytas su 1980 skirtingy modelio
parametry reikSmiy ir 324 skirtingomis algoritmo parametry reikSmémis (is viso —
641520 simuliaciju). Sudétingesnés kinetikos modelio atveju — su 300 modelio para-
metry reikSmiy ir 72 algoritmo parametry reiksSmeémis (i$ viso — 21 600 simuliaciju).
Su Siomis (1980 ir 300) modelio parametry reikSmémis buvo atliktos simuliacijos ir
nekintamo laiko zingsnio strategija. Abiems biojutikliy modeliams buvo parinktos
laiko zingsnio dydzio nustatymo formulés. Kaip pagrindas buvo naudojama iSreiksti-
nés schemos stabilumo formulé [7], kei¢iant konstanta taip, kad skai¢iavimai pavyktuy
su visomis nagrinéjamomis modelio parametry reiksmémis. Vertinant algoritmo tiks-
luma ir efektyvuma buvo lyginami kintamo ir nekintamo laiko zingsnio strategiju
rezultatai. Trisluoksnio modelio atveju santykinis biojutiklio atsako skirtumas yra
mazesnis nei 0,18%, iSskyrus 6 parametry reiksmiy rinkinius, kai paklaida pasieké
~0,5% ir 6 — ~1,9%. Sudeétingesnés kinetikos modelio atveju — penkiy simuliacijy
santykine paklaida didesné nei 0,035%, o vienos didesné nei 0,1% (0,38%).

Tiriant modelio efektyvuma, trisluoksnio modelio atveju, 1980 simuliacijy prirei-
ké 62450 karty maziau laiko zingsniy. Sudétingesnés kinetikos modelio atveju 300
simuliacijy prireike 10 karty maziau laiko zingsniy.

5 Rekomendacijos

Dalis svarbiausiy algoritmo parametry labai priklauso nuo biojutiklio modelio reak-
cijos, todél parenkant optimalius parametrus naujam matematiniam modeliui, reikia
placiau iSmeéginti jvairias su reakcija susijusias parametry reikSmes. Pavyzdziui, me-

dziaga mazinanciy reakciju santykio dydis, kurj pasiekus, nustojama didinti laiko
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zingsnj (6 algoritmo Zingsnis), ir koeficientas, kuris naudojamas laiko zingsnio ma-
zinimo formuléje pirmajame algoritmo zingsnyje. Bendru atveju rekomenduojamos
naudoti algoritmo parametry reiksmes: laiko zingsnio daugiklis — 1,1 (6 algoritmo
Zingsnis); maksimalus leidZiamas biojutiklio atsako kritimas — 1% (4 algoritmo Zings-
nis); per kiek laiko zingsniu grizti — 3; kiek karty pritaikyti laiko Zingsnio mazinimo
(atvirkséia didinimui) formule — 2. Pastarieji du parametrai naudojami 2, 4 ir 5
algoritmo zingsniuose.

Isvados

Siulomas algoritmas yra tinkamas naudoti siekiant efektyviai modeliuoti biojutikliy
veikima neisreikstiniy skirtuminiy schemy pagalba. Su daugeliu algoritmo parametry
algoritmo tikslumas yra ne blogesnis nei 0,02%, o skaiciavimy trukmé — trumpes-
né visais atvejais. Istyrus algoritmo efektyvuma, paaiskéjo, kad jis itin priklauso nuo
modeliuojamo biojutiklio reakcijy, o papildomi modeliuojami sluoksniai didelés jtakos
neturi. Nagrinétam trisluoksniam biojutiklio modeliui su paprastesne reakcijos lygti-
mi sutaupoma nuo simty iki desimé¢iy milijony karty, o vienasluoksniam modeliui su
keliomis reakcijomis — tik nuo 1,27 iki tukstancio karty. Algoritmo pritaikymo per-
spektyvos yra placios, kadangi jis remiasi bazinémis biojutikliy matematiniy modeliy
savybémis.
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SUMMARY

Variable time step size application in implicit finite difference schemes when
modelling operation of biosensors
A. Kurbanov, V. ASeris

The operation of biosensors is described by mathematical models with reaction-diffusion equations.
Due to non-linear reaction members, these models are solved using numerical methods, which often
are a very time-consuming. The goal is to propose variable time step size algorithm which would
reduce required calculations while preserving the accuracy of results. The proposed algorithm was
applied to two biosensor models: with different diffusion and reaction. The applications of this
algorithm are wide, because it is based on a few basic requirements, which are true for most biosensors
models. The recommendations were made for choosing optimal algorithm parameters in general case.
Algorithms efficiency was found to be dependent on mathematical models reaction part. Although
the algorithm does reduce step count for all analyzed model parameters, the step count decrease
ranges from 30% to tens of millions times.

Keywords: biosensor, mathematical modelling, implicit finite difference scheme, variable time step
size.
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