LIETUVOS MATEMATIKOS RINKINYS ISSN 0132-2818
Lietuvos matematiky draugijos darbai, ser. B www.mii.lt/LMR/
55 t., 2014, 72-77

Rezonansy atsiradimo salygos akustiniy periodiniy
bangy sgveikos modelyje

Olga Lavcel-Budko!?, Aleksandras Krylovas'?

' Vilniaus Gedimino Technikos Universitetas, Fundamentiniy moksly fakultetas
Saulétekio al. 11, LT-10223 Vilnius

2 Mykolo Romerio Universitas, Ekonomikos ir finansy valdymo fakultetas
Ateities g. 20, LT-08303 Vilnius
E. pastas: lakr@fm.vgtu.lt, olecka@gmail.com

E. pastas: *krylovas@mruni.eu, olgal@mruni.eu

Santrauka. Straipsnis yra autoriy [6] darbo tesinys. Nagrinéjama dujy dinamikos dife-
rencialiniy lygc¢iy dalinémis iSvestinémis sistema esant bendrojo pavidalo busenos lygtims
reiskiancioms dujy slégj ir vidine energija.

Realiosios dujos apytiksliai tenkina idealiyjuy dujy busenos lygtj, tik esant pakankamai
aukstai temperaturai ir mazam tankiui. Paprasciausia ir geriausiai zinoma yra Van der
Vaalso (J.D. Van der Waals) lygtis, kurios du parametrai priklauso nuo dujy savybiy. Atlik-
ta darbe sukonstruotos suvidurkintos sistemos analizé leido nustatyti rezonanso atsiradimo
salygas, van der Vaalso lygtimi aprasomoms realioms dujoms.

Raktiniai zodziai: dujuy dinamika, akustinés bangos, rezonansai, asimptotiné analizé, hiperbolinés

sistemos, vidurkinimas.

1 Uzdavinio formulavimas

Nagrinéjama pirmosios eilés diferencialiniy lyg¢iy dalinémis iSvestinémis dujuy dina-
mikos sistema, kai $ilumos laidumo ir klampumo koeficientai lygus nuliui (7r., pvz.,
[9, 231 psl.]). Fizikine prasme nagrinéjamos dujy rimties busenos mazos perturba-
cijos (trikdziai), dél kuriy atsiranda akustiniy bangy saveika. Sistema papildoma
bendromis busenos lygtimis, kurios nepriklauso nuo duju savybiy:

) P ) pu
o pu |+ P+ pu? ] =0, P=P(p.0), E=E(p.0), (1)
PE + p pu€ + Pu + p*%-

¢ia p — dujuy tankis, u — greitis, 8 — temperatura, P — slégis, £ — vidiné energija.
Busenos lygtis bendruoju atveju uzrasoma taip:

f(PapaH):O- (2)

Busenos lygties negalima gauti i$ termodinamikos désniy, ji gaunama iS empiriniy
duomeny arba statistinés fizikos metodais.

Paprasciausias dujy dinamikos modelis — idealiosios dujos — konstruojamas esant
prielaidoms, kad dujuy atomai arba molekulés yra nesaveikaujantys tarpusavyje ne-
turintys tiirio absoliu¢iai tamprieji materialieji tagkai. Siuo atveju sistemos biisena


http://www.mii.lt/LMR/
mailto:${}^{1}$akr@fm.vgtu.lt, olecka@gmail.com
mailto:${}^{2}$krylovas@mruni.eu, olgal@mruni.eu

Rezonansy atsiradimo sqlygos akustiniy periodiniy bangy squeikos modelyje 73
apraso Klaiperono (E. Clapeyron) lygtimi
P =Rph, (3)

¢ia R = nR, n — medziagos kiekis, R = 83144?}1{'

Realiosios dujos apytiksliai tenkina (3) lygti tik esant pakankamai aukstai tem-
peraturai 6 ir mazam tankiui p. Siekiant tiksliau apibrézti realiyju dujy busena,
literaturoje nagrinéjami keli Simtai busenos lygciy. Paprasciausia ir geriausiai zinoma
yra Van der Vaalso (J.D. Van der Waals) lygtis

(p + p%) (% - b) — RO. (4)

Cia konstantos a, b priklauso nuo dujy savybiy, o kai a = b = 0 lygtys (4) ir (3) yra
ekvivalencios.

Esant aukStam slégiui P Van der Vaalso (4) lygtis yra netinkama, nes ji nemo-
deliuoja atsirandanéiy stumos jégu [2]. Todél literaturoje nagrinéjamos jvairios (4)
lygties modifikacijos. Paminékime kelias dviparametrines lygtis [1] (¢ia v = %; a, b—
priklausantys nuo duju savybiy koeficientai, nustatomi i§ eksperimentiniy duomeny):
Bertlo (D. Berthelot, 1907)

<P+ﬁ)(u—b) ~ R, (5)

Diteri¢io (C. Dieterici, 1899)

a

P(v—b) =Re Rov, (6)

Redlicho ir Kvongo [8, 1949]

a
P+ 7) v—b) =TR0. 7
< VOu(v +b) (v =) @)
Pastebékime, kad realiyjy dujuy busenos lygciy tikslumo tyrimas lieka aktualus ir
dabar [4].

2 Suvidurkintoji lygciy sistema

Tarkime, kad € — mazas teigiamas parametras, ir nagrinésime mazos amplitudés (akus-
tines) bangas:

p=po+ep(t,z;e), u=ug+ecu(t, x;€), 0 =00+ cbi(t,x;e). ()

Funkcijas p1, u1, 61 iSreiskiame kaip Rymano invarianty vy, vs, v3 tiesine kombinacija
ir konstruojame suvidurkintaja lygéiy sistema. Autoriy darbe [6] buvo gauta (1) sis-
temos suvidurkinta lygciy sistema, kurios iSsamus tyrimas parodé jos priklausomuma
nuo dviejy parametry p ir v:

oV
8—; — W= = vM;|Vo——

v, [ avk}
. , 9
y; Oy ©)
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Cia 7 = et — létas laikas, y; = x — \;t — greitas charakteristinis kintamasis, M; —
vidurkinimo pagal charakteristikos operatoriai. Parametrai p ir v reiskiami formulé-
mis:

1
W= ﬁ(—Qa + d(h2110® — 1+ haizay + haz1ay + haszsy?) + B(ahsiz — v + haza?)),
(10)
1
= Q—d(ﬂ — d(ha110B + has1 8y — hazioe — hassy) + B(—Bha21 + hasz)), (11)
Cia ) _
= Po—Eoppp Pog P
Pzipa = 76_ 7:_7d:a+ﬁ’}/7
poos Py, Ao
|'PP,
Ao = % 4 Py, — akustiniy bangy sklidimo (garso) greitis.
Po
P, P P P,
hopy = ——22 4 %, ha13 = — 08 —029,
Po Po Po Po
P, P,
hogt = ——22 hygs = — 22
£o Po
haty = Pop — 2E0,00 — E0ppf n Po—Eoppy  Poosppr — 50p950ppo
poop Eoopi PoESy
_ Poo — 20,005 Poose — 500060;7/)0
hsza = + 5
poop PoEdy

Pastebime, kad suvidurkinty lygciy koeficientai priklauso nuo busenos lygciy funk-
ciju P = P(p,0) ir £ = E(p,0) ir ju pirmosios bei antrosios eilés daliniy iSvestiniy.
Jei busenos lygtis iSreiksta viena i$ (5)—(7), formuliy, koeficientus irgi galima isreiksti
priklausomomis nuo ty paciy empiriniy parametry formulémis [7].

3 Realiyjy dujy analizé
Analize pradékime nuo idealiujy politropiniuy duju. Tada dujy buisenos lygtys turi

tokj pavidala: P =Rpb, £ = cv 6.

Apskaic¢iavus dalines iSvestines, gauname:

Py, = Rby, FPoop = Rpo, Pyyo =R, Poyp = Pogg = 0, Eop = cv,
gOp = 5Opp = gOpG = 5099 =0.

Suvidurkintos sistemos koeficientai priklauso nuo siy dydziy:

ROy - - ) R - 2RO, ) R
By = 2 Ry = ke =0, By = ——0, bl = ool pig, =
211 p(Q) 213 233 231 Po 312 ey po 332 cv
; R i _ Po ; _ Po ;  Rbo —i  Rby
Ay =4/ Rb| —+1 == == b= g P =—.
0 o<v+ ), « Ye B 0, Y YA o
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Esant idealioms dujoms rezonansas negali atsirasti jei, pradiniu laiko momentu,
galioja salyga [6]:
c
p1(0,2;¢) = £o 201(0,z;5¢) + O(e). (12)
RO
Tokiy atvieju turime mazos amplitudés ilgasias periodinés bangas, bégancias su
pastoviais grei¢iais. Kai (12) salyga yra neiSpildyta, nagrinéjame (9) suvidurkinta
sistema. Si sistema apraso rezonansinj ir nerezonansinj atvejus, priklausomai nuo to,
ar koeficientas v # 0.
Apskaiciave suvidurkintos sistemos (9) koeficientus pagal (2) ir (11) formules gau-
name:

R — 2¢, Rey
s £ (13)

M T QCU 2 90(R + Cv)

Matome, kad idealiyjy dujy atveju v — visada yra pastovaus zenklo. Todél galime
teigti, kad jeigu pradiniu laiko momentu negalioja (12) salyga, tai idealiose dujose
visada jvyksta rezonansas.

Dabar nagrinésime Van der Vaalso politropines dujas. Siuo atveju P =
1—73% — ap?, o antroji biisenos lygtis nekei¢iama £ = cy-6.

Kai a ir b lygus nuliui, turime idealias politropines dujas ir siekiame nustatyti, ar
dél atsiradusiu papildomy koeficienty a ir b dujose gali dingti rezonansas.

Pritaikius linearizacija, papildomus narius galima uzrasyti taip:
PY ~ Rpb — ap® + Rp?0b = P* + APY.

Py, = Pép + AP, = [Rbo] + [2Rpo 0o b — 2apo],

PY = Pi,+ APY =~ [Rpo] + [Rp3bl.,

Piog = Py + APghe = [R] + [2Rpo b],,

P,y = AP, =~ [—2a + 2R0ob],,

Pl,=0,EY =&l =cv, Eop = Eopp = Eopp = E0pp = 0.

Galime pastebéti, kad sulyginus su idealiosiomis politropinémis dujomis, van der
Vaalso lygtimi apibréziamose politropinése dujose atsiranda dar viena nelygi nuliui
isvestiné Pyp,,.

Tolimesniam van der Vaalso politropiniy dujuy nagrinéjimui pasirenkame atskira

4

atveji. Nagrinéjame realias dujas — deguonj: a = 0,136 ﬁg@ ,b=3,17- 10_5&”—;.

Apskaiciave koeficienta v Van der Vaalso lygciai pagal formule (12), gauname
rezultatus, zr. 1 lentele.

Skaic¢iavimai rodo, kad v gali buti lygus nuliui. O tai reiskia kad, Van der Vaalso
dujose neatsiras rezonansas. Jis neatsiranda, pavyzdziui, esant tokioms salygoms:
0o = 400, po = 11885,8; Oy = 350, pg = 11715,3; Oy = 300, po = 11493,4; 6y = 250,
po = 111935.

4 ISvados

1. Dujy dinamikos diferencialinéms lygtims suvidurkintos sistemos asimptotiné
analizé leido sukonstruoti tolygiai tinkama ilgajame laiko intervale asimptotine
aproksimacija, aprasancia periodiniy akustiniy bangy rezonansine saveika.
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1 lentelé. Parametro v reikSmeés (O2).

bo, (K) PO, (m73)
11100 11250 11400 11550 11700 11852 12000

200 0,0305  0,0443  0,0580  0,0717  0,0852  0,0985  0,1116
250 —0,0037  0,0022  0,0082  0,0142  0,0202  0,0262  0,0321
300 —0,0100 —0,0062 —0,0024  0,0014  0,0053  0,0092  0,0130
350 —0,0116 —0,0088 —0,0060 —0,0035 —0,0003  0,0026  0,0055
400 —0,0120 —0,0098 —0,0075 —0,0052 —0,0029 —0,0006  0,0018
450 —0,0119 —0,0101 —0,0082 —0,0062 —0,0043 —0,0023 —0,0003
500 —0,0117 —0,0102 —0,0084 —0,0067 —0,0050 —0,0033 —0,0015

2. Nustatytos periodiniy bangy rezonanso atsiradimo ir neatsiradimo salygos.
3. Atliktas idealiyjy ir Van der Waalso duju palyginamasis tyrimas. Rezultatai

parodé parametry sarysj, kuriam esant realiose dujose, palyginus su idealiomis
dujomis, neatsiranda rezonansas.

4. Gauti rezultatai apibendrina anksc¢iau nagrinéta idealiyjy politropiniy dujy at-

veii [3]
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SUMMARY

Conditions of resonance interaction of acoustic periodic waves interaction
Olga Lavcel-Budko, Aleksandras Krylovas

We consider differential equations of gas dynamics, when the thermal conductivity and viscosity
coefficients equal zero. The system is supplemented with equations of state for the gas pressure
and the total energy; these equations do not depend on the properties of gas, i.e. are of a general
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form. We construct asymptotical approximation for the resonance interaction of acoustic periodic
waves, which is uniformly valid in the long time interval. A system coefficient allows determining the
resonance occurring condition the relation between gas pressure and temperature at the initial time.
We investigate the ideal and non-ideal gas and determine the relationship between the parameters,
which causes the of resonanse vanishing in non-ideal gas.

Keywords: gas dynamics, acoustic waves, resonance, asymptotics methods.
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