LIETUVOS MATEMATIKOS RINKINYS ISSN 0132-2818
Lietuvos matematiky draugijos darbai, ser. B www.mii.lt/LMR/
55 t., 2014, 84-89

Trikampio kampy kotangenty racionaliosios
reikSmes
Edmundas Mazétis 2, Grigorijus Melnié¢enko'

! Lietuvos edukologijos universitetas, Gamtos, matematikos ir technologijy fakultetas
Studenty g. 39, LT-08106 Vilnius

2 Vilniaus Universitetas, Matematikos ir informatikos fakultetas
Naugarduko g. 24, LT-03225 Vilnius

E. pastas: edmundas.mazetis@leu.lt, gmelnicenko@gmail.com

Santrauka. Straipsnyje nagrinéjamos trikampiy, kuriy kampy kotangentai yra racionalieji
skaiciai, savybés. Svarbiausias darbo rezultatas yra jrodytas faktas, kad bet kuris trikampis,
kurio dviejy kampy kotangentai yra racionalieji skaiciai, panasus j trikampj, kurio krastiniy
ilgiai yra racionalieji skaiciai, o dviguba ploto reiksmé — sveikasis skaicius.

Raktiniai zodziai: Herono trikampis, pseudo Herono trikampis, sveikaskaité gardele.

Ivadas

Indy matematikas Brachmagupta (598-668) nagrinéjo trikampius, kuriy krastiniy il-
giai yra sveikieji skaiciai, o plotas irgi sveikasis skaic¢ius. Tokie trikampiai véliau buvo
pavadinti Herono trikampiais. Pastaruoju metu apie Herono trikampius paskelbta
daug darby. Pvz., taikant gilius elipsiniy kreiviy teorijos rezultatus, jrodyta, kad
egzistuoja be galo daug Herono trikampiy, kuriy plotas yra duotasis skai¢ius [2]. Iro-
dytas kitas svarbus faktas, kad bet kurio Herono trikampio virsunes galima patalpinti
sveikaskaites gardelés mazguose [4, 7].

Jei trikampio virsunés yra sveikaskaités gardelés mazgai, tai jo krastiniy ilgiu
kvadratai ir dviguba ploto reiksmé yra sveikieji skaiciai (3 teorema). Be to, tokiu
trikampiy yra be galo daug. Todél naturalu tokius trikampius vadinti pseudo Herono
trikampiais. Trikampis, kurio virSunés yra sveikaskaités gardelés mazgai, panasus
trikampiui, kurio dviejy kampy tangentai yra racionalieji skaiciai, arba vieno jy tan-
gentas yra racionalusis skai¢ius, o kito lygus begalybei [1]. Todél naturalu iSnagrinéti
ekvivalenty atvejj, kai trikampio dvieju kampy kotangentai yra racionalieji skaiciai.

Autoriy nuomone, tokie tyrinéjimai gali buti gera medziaga jvairiems projekti-
niams darbams su matematikai gabiais mokiniais. Musy tyrinéjimai remiasi elemen-
tariosios geometrijos faktais, bet atviry problemy pavyzdziai parodo, kad elementariai
formuluojamos geometrijos problemos gali buti sprendziamos sudétingy teorijy pagal-
ba.

1 Pseudo Herono trikampiai

Priminsime Herono trikampio apibrézima.
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1 apibrézimas. Trikampis, kurio krastiniy ilgiai ir plotas yra sveikieji skaiciai, vadi-
namas Herono trikampiu.

Apibrésime pseudo Herono trikampiy savoka, kurios atskiras atvejis yra Herono
trikampiai.
2 apibrézimas. Trikampis, kurio krastiniy ilgiy kvadratai yra sveikieji skaiciai, o dvi-
guba ploto reiksmeé — irgi sveikasis skaicius, vadinamas pseudo Herono trikampiu.
3 apibrézimas. Trikampis, kurio krastiniy ilgiy kvadratai ir plotas — racionalieji skai-
¢iai, panasus kuriam nors pseudo Herono trikampiui. Be to, panasumo koeficiento
kvadratas ir pseudo Herono trikampio plotas yra sveikieji skaiciai.
Irodymas. Sakykime, kad trikampio krastiniy ilgiy kvadratai ir jo plotas a?, b2, c?,
S — racionalieji skaiciai. Tuomet galima parinkti tokj sveikajj skaiciy k, kad skaiciai
a’k, b2k, 2k, Sk yra sveikieji. Trikampis su krastinemis av'k, bv'k, cv/k yra panasus
duotajam ir panasumo koeficiento kvadratas yra sveikasis skaiCius, jo pusperimetris
yrap = (avVk+0Wk+cVk)/2 = pk, &a p = (a+b+¢)/2. Taikydami Herono formule
gauname, kad

Sk=/pp—a)(p—b)(p — )k = /BE — a)(p—b)(D - ).
Taigi trikampio su krastiniais av'k, bWk, ev/k plotas yra sveikasis skai¢ius Sk.

1 iSvada. Trikampis, kurio krastiniy ilgiy kvadratai yra racionalieji skaiciai, o kurio
nors kampo kotangentas yra racionalusis skaicius, yra panasus pseudo Herono trikam-
piui. Be to, panasumo koeficiento kvadratas ir pseudo Herono trikampio plotas yra
svetkieji skaiciai.

Irodymas. Sakykime, kad trikampio krastiniy kvadratai a2, b2, ¢ ir kampo ~y pries
krastine ¢ kotangentas yra racionalieji skaiciai. Jei duotojo trikampio plotas lygus S,
tai teisingos lygybés

25 a? +b? —c? (1)
— cosy = ——.

ab’ 7 2ab

I§ ¢a gauname, kad trikampio plotas S = (a® + b? — ¢?)/4ctgy yra racionalusis
skaic¢ius. Taigi iSvados teisingumas isplaukia iS 1 teoremos.

siny =

1 teorema leidzia gauti rysj tarp Herono ir pseudo Herono trikampiy.

1 teorema. Sakykime, kad Herono trikampio krastiniy ilgiai yra a, b, ¢, jo plo-
tas — Sape, 0 jo pusiaukrastiniy ilgiai — mg, my, me. Egzistuoja trikampis, kurio
krastinés lygios ir lygiagrecios duotojo trikampio pusiaukrastinéms, jo plotas Sqpe =
3/4S . mym., 0 Jis su panasumo koeficientu lygiu 2 panasus pseudo Herono trikampius.
Irodymas. Tai, kad egzistuoja trikampis, kurio krastinés lygios ir lygiagrecios duo-
tojo trikampio pusiaukrastinéms mg, mp, Mme, 0 jo plotas Sepe = 3/4Sm.mym., yra
gerai zinomas geometrijos faktas [3]. Teoremos jrodymas iSplaukia i$ 1 teoremos, nes
trikampio pusiaukrastinéms yra teisingos lygybés
4m?2 = 20* + 2¢* — a?,
4m? = 2a* + 2% — b2
2
(&

Am? = 24% + 20% —
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2 Trikampiai su vir$sinémis gardelés Z? taskuose

Sakykime, kad plokstumoje nubréztos dvi lygiagreciy tiesiy Seimos, tarp dviejy gre-
timuy vienos Seimos tiesiy atstumas lygus vienetui, o bet kuri vienos Seimos tiesé yra
statmena visoms kitos Seimos tieséms. Sios tiesés dalija plokStuma j vienetinius kvad-
ratus. Visy tiesiy susikirtimo tagky aibé vadinama sveikaskaite gardele (gardele Z?2),
o tiesiy susikirtimo taskai vadinami gardelés mazgais [6].

1 lema. Jei trikampio kuriy nors dviejy kampy kotangentai yra racionalieji skaiciaz,
tai ir treciojo kampo kotangentas yra racionalusis skaicius.

Irodymas. Sakykime, kad trikampio kampy « ir 5 kotangentai yra racionalieji skaiciai.
Tuomet ir tre¢iojo kampo v kotangentas yra racionalusis, nes teisinga lygybé

1 —ctgactgp

ctgy = ctg (180° — (o + ) = —ctg(a + ) = ctga+ctgf

2 teorema. Sie teiginiai yra ekvivalentus:

(a) trikampis panasus kuriam nors pseudo Herono trikampiud;

(b) kuriy nors dviejy trikampio kampy kotangentai yra racionalieji skaiciai;

(¢) kuriy nors dviejy trikampio kampy tangentai yra racionalieji skaiciai arba vieno
kampo tangentas — racionalusis skaicius, o kito lygus ;

(d) trikampis panasus tokiam trikampiui, kurio virsunés yra gardelés Z? mazgas.

Irodymas. (a) = (b) Sakykime, kad duotasis trikampis panasus kuriam nors pseudo
Herono trikampiui. Kadangi panasiyjy trikampiy kampai lygus, tai uztenka jrodyti,
kad pseudo Herono trikampio dviejy kuriy nors kampy kotangentai yra racionalieji
skaiciai. Jei a, b, ¢ — pseudo Herono trikampio krastiniy ilgiai, o S — jo plotas, tai
trikampio kampui v pries krastine ¢ teisingos (1) lygybeés. Todél

(a® + b — c?)
ctgy = s : (2)
Kadangi pseudo Herono trikampyje skai¢iai a?, b2, ¢2, 25 yra sveikieji, tai skaic¢ius
ctg v yra racionalusis. Analogiskai jrodome, kad ir bet kurio kito kampo kotangentas
yra racionalusis.

(b) < (c) Irodymas yra akivaizdus.

(b) & (d) Sakykime, kad trikampyje AABC (1 pav.) dvieju kampy kotangentai
yra racionalieji skaiciai. IS 1 lemos isplaukia, kad ir treciojo kampo kotangentas
yra racionalusis skaicius. Taigi, jei fiksuojame bet kurj kampa, tarkime ZACB, tai
kampuy ZCAB ir ZC B A kotangentai yra racionalieji skaiciai. Bet kuriame trikampyje
bent viena aukstiné yra trikampio viduje. Jei trikampis smailusis, tai akivaizdu, o
jei trikampyje yra bukasis arba statusis kampas, tarkime ZACB, tai aukstiné C' K
nubrézta is virsunés C' | krasting AB yra trikampio AABC' viduje.

Sakykime, kad trikampio aukstine CK yra trikampio AABC viduje. Turime
ctgaw = t/r, Gia t ir r — sveikieji skaiciai. Nubraizykime statujj trikampj AA'K'C’,
kurio statiniai lygus ¢ ir 7, tuomet ZC'A’K’ = « (2 pav.). IS virSunés C’ nubré-
ziame tiesg, sudarancia su tiese A’K’ kampa [ ir kertandia ja taske B’. Trikam-
pis AB'K’'C’" — statusis ir v = rctg — racionalusis skaic¢ius. Kadangi trikampiu
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ANA'K'C" ir AB'K’'C’ statiniai t ir 7 — sveikeji, o statinis v — racionalusis, tai, pa-
daugine i$ atitinkamo daugiklio d, gauname du staciuosius trikampius AA” K”C" ir
AB"K"C" (3 pav.), kuriy statiniai n = dt, n = dr ir | = dv yra sveikieji skaiciai.
Tada trikampis AA” B"”C”, kurio virsuniy koordinatés A” (n,0), B”(—1,0) ir C"'(k,0)
yra sudarytas i$ trikampiy AA” K"C" ir AB" K"C", panasiy trikampiams AA’K'C’
ir AB'K'C’, todel AA'B'C" ~ NA"B"C" ir trikampio AA”B"C" virsunés yra gar-
delés Z? mazguose. Kadangi AABC ~ AA'B'C’, tai AABC ~ ANA"B"C".

(d) = (a) Sakykime, kad duotasis trikampis panasus trikampiui, kurio virsunés
yra gardelés Z2? mazgai. Visuomet galime teigti, kad viena trikampio AOAB virstine
yra koordinac¢iy pradzios taske (4 pav.). Trikampis AOAB yra ieSkomasis pseudo
Herono trikampis, tenkinantis teoremos salygos a). Tikrai, pagal Pitagoro teorema
gauname, kad

a2 = ‘T124 +y,24) b2 = 'TQB +y2Ba 02 = (:EB - :CA)Z + (yB - yA)2a (3)

Cia x4,ya,rp,yp€ Z. Taigi, Sio trikampio krastiniy kvadratai yra sveikieji skaiciai.
Kaip zinoma, jei trikampio virsuniy koordinatés yra A(z1,y1), B(x2,y2) ir C(zs,ys),
tai jo plotas apskai¢iuojamas pagal formule

S =1/2|(x3 — 21)(ys — y2) — (w3 — 32)(ys — y1)|-

Kadangi trikampio AABC virsuniy koordinatés yra sveikieji skaiciai, tai dvigubas
trikampio plotas yra sveikasis skaicius:

28 = ‘(yBxA—acByA)‘. (4)
(d) < (b) Sakykime, kad duotasis trikampis yra panasus trikampiui, kurio virsunés

yra gardelés Z2 mazguose. Visuomet galime teigti, kad vieno trikampio AOAB virsu-
né yra koordinaciy pradzios taske (4 pav.). Kadangi panasiyju trikampiy kampai ly-
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giis, tai uztenka jrodyti, kad trikampio su vir§inémis gardelés Z2 mazguose, dviejy ku-
riy nors kampy kotangentai yra racionalieji skaiciai. Turime, kad x4,y4,25,y5 € Z.
Jei v — kampas pries krastine ¢, tai i$ (2), (3) ir (4) lygybiy isplaukia, kad ctg~y —
racionalusis skaic¢ius. Analogiskai jrodome, kad ir bet kurio kito kampo kotangentas
yra racionalusis.

3 teoremos teiginys (c) < (d) irodytas darbe [1]. Mes teiginj (d) = (c) jrodéme
kitu budu.

3 Atviros problemos

Herono trikampiy klasés ispletimas iki pseudo Herono trikampiy klasés leidzia nag-
rinéti problemas, analogiskas Herono trikampiy problemoms. Suformuluosime tris
pseudo Herono trikampiy problemas.

IS 3 teoremos isplaukia, kad Herono trikampiui galima rasti panasy trikampj, kurio
virstnés yra gardelés Z2 mazgai. Kaip jau minéta, bet kurio Herono trikampio virsa-
nes galima patalpinti gardelés Z2? mazguose (netaikant panagumo) [4, 7]. Analogiska
klausima galima kelti pseudo Herono trikampiui.

1 problema. Bet kurio pseudo Herono trikampio virsunés gali buti gardelés Z? maz-
ga.

Minéjome, kad egzistuoja be galo daug Herono trikampiy, kuriuy plotas lygus duo-
tajam skaiciui S > 0 [2]. IS ¢ia seka, kad egzistuoja be galo daug pseudo Herono
trikampiy, kuriy plotas lygus S. Todél naturalu suformuluoti problema.

2 problema. Bet kuriam duotajam skaiciui S > 0 egzistuoja be galo daug pseudo
Herono trikampiy, kuriy plotas lygus S, ir bent vienos krastinés ilgis néra sveikasis
skaicius.

Sakykime, kad pseudo Herono trikampio krastiniy ilgiai yra a, b, ¢, jo plotas

lygus S, o apibrézto apskritimo spindulio ilgis lygus R. IS lygybés R = abe/4S seka,
kad R? yra racionalusis skaicius.

3 problema. Sakykime, kad teigiamo skaiciaus kvadratas yra sveikasis skaicius. Rei-
kia rasti butinas ir pakankamas sqlygas, kad sis skaicius buty apie pseudo Herono
trikampg apibrézto apskritimo spindulys arba skersmuo.

Darbe [5] gautos butinos ir pakankamos salygos, kad duotasis teigiamas skai¢ius
buty apie Herono trikampj apibrézto apskritimo spindulys arba skersmuo.
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SUMMARY
A rational cotangents of the angles of a triangle
E. Mazétis, G. Melnichenko

We investigate how rational values cotangents angles of a triangle influence of its properties. The
main result: cotangents of any two angles of a triangle are rational then, and only then, when
a triangle similar to a triangle whose squares of sides are integer and twice the area is an integer.

Keywords: Heronian triangles, pseudo Heronian triangles, integer lattice.
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