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Santrauka. Straipsnyje apZvelgiami realiyjy skaic¢iy apibréZimai. Iskeliamas aksiominio
apibrézimo korektiskumo klausimas. Pateikiami aibiy pavyzdziai, kurie atitinka kai kuriuos
realiyjy skai¢iy apibrézimus, ta¢iau nesutampa su mums jprasta realiyjy skaicCiy aibe. At-
kreipiamas démesys | matematinés analizés déstymo pradzia ir teiginiy jrodymo formalumus.

Raktiniai zodziai: realieji skaiciai, Dedekindo pjuvis, jrodymas.

1 Ivadas

Dauguma matematinés analizés vadovéliy ir matematinés analizés programy prasi-
deda nuo realiyjy skaifiy déstymo. G.M. Fichtengolcas [1] ir W. Rudin [6] désto
istoriskai susiformavusia realiyju skaic¢iy aksiomatika, kur racionalus skaicius apibre-
ziamas kaip p/q, kur p € Z, ¢ € N, o iracionalieji skai¢iai apibréziami Dedekindo
pjuviais. Kai kurie vadovéliai (pvz. [2, 5]) realiuosius skaicius apibrézia kaip bega-
liniy deSimtainiy trupmenu aibe. Kai kuriuose vadovéliuose (pvz. [2, 3]) yra duotas
aksiominis realiyjy skaic¢iy apibrézimas. Galima ir visai nedéstyti realiyju skaiciy ak-
siomatikos. Pvz., E. Misevi¢ius [4] nepateikia net realiyju skaic¢iy apibrézimo. Tai
yra gana protingas sprendimas, kadangi kiekvienas pirmo kurso studentas intuityviai
supranta realaus skaiciaus savoka, todél ja galima laikyti pirmine savoka, realiyju
skaiciy savybes (pvz., a + b = b+ a) galima laikyti aksiomomis.

Sio straipsnio tikslai yra du. Pirmas, paaiskinti, kad V. Kabailos vadovélyje pa-
teiktas aksiominis realiyju skaiciy apibrézimas yra neteisingas ir nepritaikomas mate-
matinés analizés teorijoje, taip pat nurodyti kitus aksiominiy apibrézimy trukumus.
Tai bus padaryta antrame skyriuje. Antras tikslas yra atkreipti analizés (ir ne tik)
deéstytojy démesj i matematikos teorijy konstravimo principus ir j jirodymus, atsizvel-
giant j vidurinés mokyklos mokymo specifika.

2 Pavyzdziai

Aksiominis apibrézimas yra formuluojamas taip: realiaisiais skaiciais vadinsime bet
kokia aibe A, jei yra apibréztos dvi funkcijos f: Ax A — Airg: Ax A — A, vadina-
mos sudétimi ir daugyba, ir yra tenkinamos isvardintos sudéties, daugybos, tvarkos
(palyginimo) bei pilnumo savybes (dar turi buti tenkinamas ir Archimedo principas,
isskyrus V. Kabailos vadovélj [3], ¢ia Archimedo principas yra jrodinéjamas). Pilno
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apibrézimo ¢ia nepateiksime, kadangi jis yra didelés apimties, uzima pusantro pusla-
pio, apibrézima galite rasti vadovéliuose [2, 3, 5.

Perskaicius aksiominj realiyjy skai¢iy apibrézima pirmiausia kyla klausimas, ar
realieji skaic¢iai gali buti ne skaiciai, o kokie nors kitokie objektai, kadangi apibrézime
aibé A yra bet kokia, nebutinai skaiciai (vadovélyje [2] tai yra netgi akcentuojama).
Antras klausimas yra korektiskumo klausimas: ar realiyjy skaiciy aibé yra vienintelé.
Algebroje ziedai ar grupés yra apibréziami kaip aibés, tenkinancios tam tikras savy-
bes. Zinome, kad ziedy ir grupiy yra be galo daug. Todél galima biity numanyti, kad
pagal aksiominj apibrézima realiyjy skaiciy aibiy irgi yra be galo daug. Pateiksime ke-
leta pavyzdziy, kurie atitinka V. Kabailos vadovélyje pateikta aksiominj apibrézima,
tac¢iau nesutampa su mums jprasta aibe R.

Pirmiausia pastebésime, kad realiyjy skaic¢iy aibé negali buti tuséia aibe, kadangi
joje egzistuoja nulinis elementas.

Pirmas pavyzdys, kai A = {a} yra sudaryta i$ vienintelio elemento a, nebutinai
skaiciaus. Sudétj ir daugyba apibrésime taip:

f(a,a) = g(a,a) = a.

Taip apibrézus aibe A ir funkcijas f, g yra tenkinamos visos apibrézimo salygos,
taigi A = {a} yra realiyjy skaiciy aibé. Cia nulinj ir vienetinj elementus atitinka
tas pats a. Pagal apibrézima nulinis ir vienetinis elementai nebutinai yra skirtingi.
Pastebéesime, kad bet kokia baigtiné aibé, turinti n elementy, tenkinanciy tvarkos
savybe a1 < az < --- < ay, tenkina ir pilnumo savybe.

Aibés, sudarytos i$ dviejy elementy ir tenkinancios visas savybes tikriausiai ne-
egzistuoja, kadangi nenuliniam elementui dar turi egzistuoti jam prieSingas trecias
elementas. Norint tai jrodyti pakanka perrinkti visas jmanomas funkcijas f ir g (to-
kiy funkcijy yra baigtinis skaicius, jei A yra baigtiné), taciau tai néra Sio straipsnio
tikslas.

Antras pavyzdys, kai A = {-1,0,1} yra sudaryta i$ triju elementy. Sudétj ir
daugyba apibrésime taip:

fla,0)=a+0=a, f(l,1)=1+1=1,

f(=1,-)=-1+(-1)=-1,  f(1,-1)=0,
f(a,b) = f(b,a),  g(a,0)=a-0=0,  g(a,1)=a,

g(=1,-1)=1,  gla,b) = g(b,a)

Va,b € A. Tarsime, kaip jprasta, kad —1 < 0 < 1. Tada nulinis elementas yra
0, o vienetinis yra 1. 1 ir —1 yra atvirkstiniai patys sau. Nesunku patikrinti, kad
visos V. Kabailos pateikto apibrézimo savybés yra tenkinamos. Sis pavyzdys biity
netinkamas, jei V. Kabailos pateikto apibrézimo tvarkos savybeése nelygybeés buty
grieztos. Vadovélyje [2] Sios nelygybeés yra grieztos.

Dar vienas, trefias pavyzdys yra zinomas, kai A yra atviras intervalas (—I,1),
[ > 0, taciau $io pavyzdzio detaliai nebenagrinésime. Sis pavyzdys tenkina ne tik
V. Kabailos, bet ir vadovéliu [2, 5] aksiominius apibrézimus.

Vienintelis vadovélis [2] iskelia korektiskumo klausima: kiek gi tokiuy aibiy egzis-
tuoja. Ir atsako, kad tam tikra prasme vienintelé: jrodo, kad visos aibés, tenkinancios
vadoveélio [2] apibrézima, yra izomorfiskos palyginimo, sudéties ir daugybos atzvilgiu.
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Izomorfizmo apibrézima 7r. [2, 502 psl.]. Atkreipsime démesj, kad pirmas ir ant-
ras pavyzdziai netenkina vadoveélio [2] apibrézimo, kadangi jokia baigtiné aibé negali
tenkinti Archimedo principo. Tuo tarpu trecias pavyzdys tinka, intervalai (—[,1) ir
(—00,00) yra izomorfiski palyginimo, sudéties ir daugybos atzvilgiu.

Antras pavyzdys parodo, kad V. Kabailos pateiktas apibrézimas yra nepritaikomas
tolimesnei matematinés analizés teorijai, kadangi néra prasmeés déstyti ribu teorijos,
kai realiyjy skaiciy aibe sudaro baigtinis skaic¢ius elementy, t.y. joje néra né vieno
ribinio elemento. Ribos apibrézimas paprascéiausiai neturi prasmés tokioje aibéje.

Trecias pavyzdys parodo, kad ir korektiskas apibrézimas vadovélyje [2] yra sunkiai
pritaikomas praktiskai déstant matematine analize, kadangi yra iskreipiamos sveiky-
ju, racionaliyjy ir iracionaliyjy skaiciy savokos. Pvz., naturiniai ir aplamai racionalts
skaiciai i$ intervalo (—oo, 00) izomorfiskai yra atvaizduojami i intervalo (—I,1) skai-
Cius, kurie nebutinai turi pavidala p/q. Taigi, reikétu i$ naujo apibrézti ir paaiskinti
sveikyjy, racionaliyjy ir iracionaliyjy skaic¢iy savokas. Tai yra vienas iS aksiominio
apibrézimo trikumy, kuriy galima buty nurodyti ir daugiau.

3 Matematinés analizés déstymo pradzia

Is to, kas pasakyta antrame skyriuje galime daryti iSvada, kad déstyti studentams
aksiominj realiyjy skaiciy apibrézima yra netikslinga. Déstyti matemating analize
reikéty pradéti nuo pirminiy savoky, aksiomuy, apibrézimy ir teiginiy jrodymo aiskini-
mo. Pirmiausia reikéty supazindinti su aibés ir jo elemento savoka, priminti naturiniy
ir sveikyjy skaiciy aibes, apibrézti racionaliuosius skaicius, jy sudétj ir daugyba, pa-
aiskinti, kad paprasiausios racionaliyju skaic¢iy savybés (pvz., a + b = b + a) yra
aksiomos, o realiems skaiciams tai néra aksiomos. Viena, kita savybe galima jrodyti
pagal Dedekinda. Déstant pagal Dedekinda nekyla apibrézimo korektiskumo klausi-
mo.

Taip pat pradedant déstyti matematine analize reikéty iSaiskinti, ka reiskia jrody-
ti teiginj. Dauguma déstytojy paprastai visiSkai neaiskina, ka reiskia jrodyti teiginj,
tarsi tai buty paprascéiausias ir visiems savaime suprantamas dalykas. Taciau taip
néra, todél studentai pradeda nebesuprasti déstomo dalyko ir matematika pradeda
mokytis mintinai. Tai néra gerai, mokymosi rezultatai kartais buna apgailétini. Rei-
kéty atsizvelgti ir j tai, kad vidurinéje mokykloje mokiniai nemokomi arba labai mazai
mokomi jrodynéti. Norint istaisyti Sia spraga turéty atkreipti démesj ne vien matema-
tinés analizés déstytojas, bet ir kity discipliny déstytojai, dirbantys su pirmakursiais.

Galima buty paaiskinti, kaip teiginio jrodyma supranta fizikai ir kaip matemati-
kai, kokie ¢ia yra skirtumai. Teiginio jrodymas — tai teiginio paaiskinimas pagal tam
tikras taisykles. Dalis 8iy taisykliy yra iSvardintos matematikos enciklopedijoje [7].
Teiginio jrodymas yra gana subtilus dalykas, kai kurie jrodymai moksleiviy matema-
tikos olimpiadose ir analizéje suprantami skirtingai. Si tema yra gana plati ir apie tai
galima buty parasyti atskira straipsnj.

Kartais yra sunku suprasti, kodél yra jrodinéjami kai kurie visiskai akivaizdus tei-
giniai, pvz., Archimedo principas. Archimedo principas vienuose vadovéliuose (pvz.,
[3, 4]) yra jrodinéjamas, kituose [2] néra, vienuose vadovéliuose (pvz., [1, 6]) yra jrodi-
néjamas teiginys a+b = b+ a, kituose [3] néra. Taigi déstant matematine analize kyla
klausimas, kokius teiginius reikia jrodyneéti, o kokiy nereikia? Tai priklauso nuo to,
kokias aksiomas ir kokius apibrézimus pasirinksime. Deja, daugumoje vadovéliy néra
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detaliai iSvardintos visos aksiomos. Taigi nuo to ir reikéty pradéti déstyti — nuo ma-
tematikos teorijos (nebutinai analizés) konstravimo principu (aksiomos, apibrézimai,
teiginiai ir ju jrodymai).
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SUMMARY

Axioms of real numbers, and the beginning teaching of the analysis
G. Puriuskis

This paper provides an overview of the definitions of real numbers. We pose the axiomatic definition
of correctness question. Provided examples of sets that are consistent with some definitions of real
numbers, but not in with us usual set of real numbers. Attention is drawn to the mathematical
analysis of teaching beginning and claims proof of clearance.

Keywords: axioms of real numbers, cut real numbers, proof.
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