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Santrauka. Nagrinéjamas dviejy stygy silpnai netiesiniy svyravimy matematinis modelis.
Uzdavinio asimptotiniam artiniui rasti konstruojama suvidurkintoji integraliniy diferencia-
liniy lygéiy sistema. Metodikai parodyti iSsamiai iSnagrinétas paprastas pavyzdys.

Raktiniai zodziai: asimptotiniai metodai, vidurkinimas, netiesinés bangos, rezonansai.

1 Uzdavinio formulavimas

Nagrinéjami dviejy stygu netiesiniai svyravimai, esant mazai svyravimy amplitudei.
Jie aprasomi pirmosios eilés diferencialiniy lygciy sistemas:

82’& Jj a2 82uj

ot? 7 02
Taikymuose, tai sudaro dviejy vienmaciy netiesiskai saveikaujanciy lauky sistema.
Kaie =0, (1) sistema apraso 4 nepriklausomas bangas, bégancias su greiciais a; ir aq
i skirtingas puses. Kai e > 0, dél funkcijy f; sistemoje gali prasidéti bangy saveika.
Jos nagrinéjamas ilgajame laiko intervale ¢ € [0, O(e~1)] yra netrivialus asimptotinio
integravimo uzdavinys [2].
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2 Rymano invariantai

Ivedus naujus kintamuosius v ir w ir pazymeéjus uj.(t, ) = vj, Wjn = Vji, Ujig = Vja,
Ujp (t, ) = W), Ujpz = Wjt, Ujpt = Wiy, (1) sistema perrasoma, kaip keturiy pirmosios
eilés diferencialiniy lygciy hiperboliné sistema:
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Nagrinésime funkcijas f;:
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fj = Z (sz'o (l‘) + ;f]zk(uk)) % (3)
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IS (2) sistemos gauname:

v, ow, v ow
(—]a—‘7>+a]<a; ] aj> :Efj(:C,wl;vawlI;sz))

4
%—I—a‘% — a, av]—i— Ow; = ef;(z, w1, w, Wiz, way) v
ot 7ot I\ ox Ja — cJg\Ly W, W2, Wi, Wag ).
Siai sistemai Rymano invariantai yra:
ry = v — awy, ro = v1 + awn,
T3 :’L)Q*b’wg, T4 :’02+b’w2,
w g =T w7T4*T3
YT o 2T oy
Sistema uzrasyta invariantais atrodo taip:
or or .
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Funkcijos fj; nesunkiai isreiskiamos i3 (3).

3 Suvidurkinta sistema

Tegul 7 = et — 1étasis laikas, y1 = x—at, yo = x+at, ys = x —bt, y4 = x+bt — greitieji
charakteristiniai kintamieji, ¥ = (y1,¥2,¥3,y4). Vidurkinimo pagal charakteristikas
operatoriai apibréziami taip [1]:

[ =11 + at,

Y1 =1,
<f(7—,1',y)> = lim _/ f T, T y15y27y35y4) Y2 :y1+2ata dtv

T—oo T

ys =y1+ (a— D)L,

(ys = y1 + (a + D)t |

_:C:yQ 7(1t, 1

Yy = Y2 — G/t,
<f(7',z,y)>2 = Th—I>noo ?/ f T, T y15y27y35y4) Y2 = Y2, dtv

ys =y2 — (a + D)L,

(ya = y2 + (b—a)t |
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T =1Ys + bta
1 [T y1 =ys + (b—a)t,
<f(7-a$ay)>3 = Th_>m T/ f(T’x’ylayQay3ay4) Y2 = Y3 + (a + b)t’ dt
oo Y3 = Ya,
Ya = ys + 2bt,
x = 1yq — bt,

y1 = ys — (a+ d)t,
Y2 = ya + (a = b)t,
Y3 = Y4 — 2bt y4 =4

1t
<f(7-a$ay)>4 = lim _/ f(Taxaylay23y3ay4) dt.
0

T—oo T

Tolygiai tinkama ilgajame laiko intervale ¢ € [0, O(¢71)] (6) uzdavinio asimptotinj
sprendinj
rj(wa tie) = Rj(T’ y;) + O(e),

konstruojame spresdami suvidurkintaja pagal charakteristikas [1] sistema:

%:<Z[fk0i($)+2fkji(R) M> , k=1,....4. (6)
=1 k

i=1 Oyi

Pastebékime, kad (6) sistema tiesiogiai nepriklauso nuo mazojo parametro ¢ ir
todél neturi asimptotinio integravimo problemy. Tai reiskia, kad uzdavinj galima
efektyviai spresti skaitiniais metodais [2]. Autoriuy straipsnyje [1] buvo konstruojama
suvidurkintos sistemos sprendinio polinominé aproksimacija.

4 Pavyzdys

Metodui parodyti paimsime (1) sistemos atveji, kai uzdavinj galima iSspresti tiks-
liai. Apsiribosime tik asimptotikos konstravimu, kurj siuo atveju irgi gauname labai
paprastai [4].

0? 0?

a;él B a2 8521 =€ [A SiD(Oé.’L')’U,QZ + Bu2zu2$$]a

62u2 9 82U2

o Vo =0 (7)

u1(0,2) = u1(0,2) =0,

u2(0,2) =sinx, w9 (0,z) =0.

(7) sistemos antroji lygtis yra nepriklausoma ir ja galima iSspresti tiksliai:

st 7) = sin(z — bt) ;L sin(z + bt). (8)

Suradus sprendinio pirmaja ir antraja iSvestines

cos(z — bt) 4 cos(x + bt)
2 )
_ sin(z — bt) + sin(z + bt)
2

Uy (t, ) =

U2x 2 (ta :C) =
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irasome (4) i (7) sistemos pirmaja lygti:

8;;;1 2 882;21 . _A Sinl o - cos(x — bt) 42r cos(z + bt)
_ 5. cos(z — bt) + cos(z + bt) sin(z — bt) + sin(z + bt)}
2 2
(A, :
=c Z(sm ((v+ 1)z — bt) + sin ((a — 1)z + bt)

+sin ((a + 1)z + bt) + sin ((a — 1)z — bt))

— g(sin (2(z — bt)) + sin (2(z + bt)) + 2 sin(2x))] : (10)

Pazymeéje (10) sistemos deSine puse e f(t, z), uzrasome suvidurkintaja sistema:

oR 1 2m
6—7_1:<f(taz)>1zﬁ f(s,y1 + as) ds,
27r
% — <f(t,$)>2 = % f(s,y2 — as) ds. (11)

Rezonansiniu atveju (4) sistemos desSiné pusé nelygi nuliui. Tai atsitinka, kaia = b
arba a = g + 1. Galime pastebéti, kad nerezonansiniu atveju bangos u; néra, t.y.
u; = 0.

ISnagrinésime rezonansinj atveji, kaia = b =1, = 21ir R1(0,y) = 0, R2(0,y) = 0.
Tada gauname:

Ri(m,y1) = (é sin(y1) — gsin@yl))ﬂ
Ro(r, 1) = (— gsin(m) - gsin@yg)) -

Taikant asimptotinio integravimo metoda, parodysime dviejy stygy profilio kitimo
dinamika. Kadangi turime Rymano invarianty formules Ry ~ wuy; — u1, ir Ry ~
U1t + U1z, gauname, kad ui, ~ RQ;RR

Grijztame prie greityjy charakteristiniy kintamuju y1 = v—t, y2 = x4+ ir uzrasome
uy stygos profilio lygti

-R
up (t,x) =~ /%dz

B A A B
= Eﬁ(ﬁ cos(2x + 2t) + 3 cos(x +t) + 3 cos(x —t) — 3 cos(2z — 2t)).

Pastebékime, kad taikant gerai zinoma formule [4], (10) lygtis sprendziama tiksliai
ir funkcija u; uzrasoma taip:

1t a5 €) / dT/;H ’ X)dX. (12)

t+T
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Irase j (12) formule vietoje f(t,2) (10) reiskinj, gauname

up(t, ;) = UY (et o — t,x 4+ t) + U (¢, 2),
0 A
Ui(et,x —t,x+t) =ct g(cos(x +t) + cos(z — t))

3i(cos 2(x +t) — cos2(x — t))>

ULt z) §<sm (x —t) —sin(z +t) + i(sin(3z+t) — sin(3z — 1))
L, . : B, . :
+ E(smS(m—t) —sm3(m—|—t))) + 5(51112(90—15)—1—51112(35—1—15)).

Funkcija UY sutampa su sukonstruotu asimptotiniu artiniu ir yra O(1) eilés (t.y.
aprézta) ilgajame laiko intervale ¢ € [0,0(e!)]. Funkcija U{ periodiné pagal abu
kintamuosius ¢, x (bendruoju atveju kvaziperiodiné) aprézta ir todel asimptotinio
artinio paklaida yra O(e) eilés (ilgajame laiko intervale).

5 ISvados ir rezultatai

ISnagrinéta dvieju styguy silpnai netiesinius svyravimus aprasanti antrosios eilés dife-
rencialiniy lygéiy sistema su mazuoju parametru. Sios sistemos asimptotiniam artiniui
rasti sukonstruota suvidurkinty lygciy integraliné diferencialiné sistema. Ji leidzia
rasti tolygiai tinkama ilgajame laiko intervale asimptotinj sprendinj. Parodyta, kaip
nustatyti rezonanso atsiradimo salygas. ISnagrinétas paprastas pavyzdys, iliustruo-
jantis asimptotinio artinio konstravimo metodika.
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SUMMARY
Analysis of asymptotic for a model of nonlinear oscillations of the two string
O. Lavcel-Budko, A. Krylovas

The mathematical model of two strings nonlinear oscillations is presented. To find uniformly valid
in a long time interval asymptotic solution of the problem an averaging scheme is constructed.

Keywords: resonance, asymptotic methods, nonlinear waves, averaging.
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