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Santrauka. Straipsnyje aptariami 2015 m. LEU jaunyjy matematiky olimpiados uzdavi-
niai ir jy sprendimai.
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1 Ivadas

2015 m. kovo 7 d. vyko XXIV jaunyjy matematiky olimpiada. Uzduotis parengée
docentas E. Mazétis, jam talkino VU déstytojas A. Novikas. Straipsnyje pateikiamos
uzdaviniy salygos ir sprendimai ta forma, kaip ir ankstesniuose autoriy darbuose
1,2, 3.

Olimpiadoje dalyvavo apie 90 IX—XII klasiy moksleiviy. Tarp dalyviy buvo mok-
sleiviy, jau pasizyméjusiy ne tik Lietuvos, bet ir tarptautinése olimpiadose. Desimt
dalyviy (po 2-3 is kiekvienos klasés) buvo pakviesti i Lietuvos mokiniy matematikos
olimpiada.

2 IX klasé

1. Yra 5 is paZiuros vienodos monetos. Trys is jy tikros, dvi — netikros. Tikros
monetos sveria vienodai, abi netikros monetos irgi sveria vienodai, bet néra Zinoma,
ar netikra moneta lengvesné ar sunkesné nei tikra. Kiek maziausiai reikia atlikti
sverimy svarstyklémis be svarsciy, norint nustatyti bent vieng tikrg monetq?

Sprendimas. Akivaizdu, kad vieno svérimo nepakanka, nes jei sveriame dvi mone-
tas ir abiejose lékstelése yra vienodai sverianc¢ios monetos, tikrosios monetos surasti
nejmanoma. Irodysime, kad dviejy svérimy pakanka. Sunumeruojame monetas nuo 1
iki 5 ir dedame ant léksteliy i$ pradziy pirmaja ir antraja, po to treciaja ir ketvirtaja.
Galimi trys atvejai:

a) abiem svérimais svarstyklés yra pusiausvyroje, tuomet penktoji moneta yra
tikroji;

b) vienu svérimu svarstyklés yra pusiausvyroje, o kitu ne, tuomet bet kuri i$
vienodai sverianc¢iy monety yra tikroji;

¢) abiem atvejai svarstyklés néra pusiausvyroje, tuomet penktoji moneta — tikroji.

Atsakymas: reikia sverti du kartus.
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2. Raskite visas naturaliyjy skaiciy poras (a,b), su kuriomis skaiciai 75 ir fo=

yra sveikieji.

Sprendimas. Jei ZZJ:‘;
nelygybe is 4 ir pridéje prie abiejy pusiy po vieneta, gauname 4b24+4b+1 > 4a®—4a+1,
ty. 26+ 1)2 > (20— 1)2. Todél a < b+ 1. Analogiskai, i$ nelygybés %52 > 1
gauname, kad a > b — 1. Taigi b — 1 < a < b+ 1, todél galimi trys atvejai. Kai
a=0b+1, tai ijs =1+ 2. Bet 46> +2 > b — b — 1 tik su natiiraliaisiais
skaiciais 1, 2, 3, 4 ir 5. Tuomet tinka tik b = 1 ir b = 2. Analogiskai tiriame atvejj
kai a = b ir gauname b =2, b= 3. Atvejua=5b—1tinka b=2ir b = 3.

Atsakymas: (2,1),(3,2),(2,2),(3,3),(1,2),(2,3).

2
sveikasis skaicius, tai Z{’Z > 1,b%+a > a®—b. Padaugine $ia

3. Apskritime pazyméta 2015 tasky. Ar galima kiekviename taske paraSyti po na-
turaluji skaiciy taip, kad bet kuriy dviejy gretimy skaiciy dalmuo (gaunamas dalijant
didesngji ju i mazZesniojo) buty pirminis skaicius?

Sprendimas. Sakykime, kad apskritime pazyméjome 2015 tasky: aq,aq,...,an,
tenkinanc¢iy uzdavinio salyga. Akivaizdu, kad bet kurie du gretimi skaiciai nelygus,
priesingu atveju jy dalnuo buty lygus 1, o 1 néra pirminis skaicius. ISskaidykime
kiekviena skai¢iy pirminiais dauginamaisiais. Jei gretimy skaiciy dalmuo yra pirminis
skaicius g # 1, tai vieno juy skaidinyje yra pirminis skaicius g, o kito skaidinyje jo néra,
bet visi kiti siy skaic¢iy pirminiai dauginamieji yra vienodi. Tarkime, kad skaic¢ius ay,
isskaidomas | nj pirminiy daugikliy (tarp ju gali buti ir vienody). Taigi, skaiciai
np ir np4q yra skirtingo lyginumo, koks bebuty p = 1,2,...,2014. Todél skaiciai
ni,No,...,N9o15 yra to paties lyginumo. Bet skaidiai aq ir asg15 irgi gretimi, todél
ny ir negs turi buti skirtingo lyginumo skaiciai. Priestara jrodo, kad toks tasky
iSdéstymas negalimas.

Atsakymas: negalima.

4. Taskai E ir F yra lygiagretainio ABCD krastiniy AB ir AD wvidurio taskai.
Atkarpos CE ir BF susikerta taske K. Atkarpoje EC yra taskas M toks, kad tie-
sés BM ir KD yra lygiagrecios. Raskite trikampio KFD ir trapecijos KBMD ploty
santyk;.

Sprendimas. Nubréziame tiese DN, lygiagrecia su tiese C'E, kuri tieses AB ir
BF kerta taskuose N ir P (zr. 1 pav.). Akivaizdu, kad EN = CD = AB = 2BE.
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Be to, 25 = BE — 1 todéel KP = 2BK. I$ trikampiy BKC ir FPD panaSumo

seka, kad F'P = 1BK, taigi KF = 3BK, o ££ = 3 [§ trikampiy KDP ir BMK

panasumo seka, kad % = 2. IS ¢ia gauname: jei trikampio BKM plotas lygus .S,

tai trikampio KPD plotas lygus 495, o trikampio KFD plotas 51 = % - Skpp = 35.
KD

Kadangi tiesés BM ir K D lygiagrecios, tai % = 57 = 2, t.y. Skmp = 2S. Taigi

Skpup = Spxm + Skup = 35, t.y. trikampio K F'D ir keturkampio K BM D plotai

lygis.
Atsakymas: 1.

3 X klasé

1. Seka (x,,) apibréZiama taip: x,41 = x2 — 5, jei v, — nelyginis, ir T, = %zn, jet
Ty — lyginis skaicius. Jei x1 yra bet kuris didesnis uz 5 nelyginis skaicius, tai sekoje
() yra kiek norima dideliy nariy. Jrodykite.

Sprendimas. Sakykime, kad a; = 2k + 1 — nelyginis skaicius ir £ > 2. Tuomet
as = 4k% + 4k — 4 ir a3 = 2k® + 2k — 2 yra lyginiai skai¢iai, 0 ay = k2 +k — 1 —
nelyginis skai¢ius. Kai k > 2, tai k? > k + 2. Pridedame prie abejy lygybés pusiy po
k—1ir gauname, kad k2 4+k—1 > 2k+1, t.y. as > a;. Toliau gauname, kad a7 > ay,
aip > ay ir t. t. Taigi naturaliyjy skaiciy seka a1, aq,az, ..., asgy1, ... yra didéjanti, ir
koks bebuty skaicius N, egzistuoja toks sekos nario numeris 3p — 2, kuriuo pradedant,
sekos nariai yra didesni uz N.

2. Kuris 1§ skaiciy 3V2 gr2v3 yra didesnis?
Sprendimas. Akivaizdu, kad 32 > 23, Tuomet 3VZV2 > 2V3V3 v (3V2)V2 5

(2V3)V3 > (2V3)V2, 5 éia seka, kad 3V2 > 23,
Atsakymas: 3V2 5 V3,

3. Zr. IX Kklasés 3 uzdavinj.

4. Zr. IX Kklasés 4 uzdavinj.

4 XI klasé

1. Zr. X klasés 2 uzdavinj.

2. Teigiamieji skaiciai x, y ir z tenkina sglyge x +y+ z = 1. Irodykite, kad jiems
teisinga nelygybé /xy +z + yz +x + 2z +y > 1+ Jzy + \fyz + /2.

Sprendimas. IS nelygybés, siejancios skaiciy aritmetinj ir geometrinj vidurkius,
gauname, kad 1l =z +y+2 =2 Z—gy + 2 > 2y/zy + 2. Nelygybe¢ dauginame i$ z:
2z 2z 22\/7Yy + 22, Pridedame prie abiejy pusiy po zy: zy + z > xy + 2z\/Ty + 22,
Pastebime, kad nelygybés desinéje puséje yra pilnas kvadratas, todél /zy + 2z >
VZY + z. Sudedame tris analogiskas nelygybes /xy +2z > /oy + 2z; Vaz+y >
Vxz +y; sqrtyz + x > \/yz + x, ir gauname ka ir reikéjo jrodyti.

3. Kokig maZiausig reiksme jgyja reiskinys S = a + b+ ¢ + ﬁ, jei a,b ir ¢ -
teigiamieji skaiciai, kuriems teisinga lygybé a® +b%> + > =172
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2 pav.

Sprendimas. Pertvarke reiskinj ir pritaike aritmetinio ir geometrinio vidurkiy ne-

lygybe, turime: S =a+b+c+ o= =a+b+c+ oo + 5o = 4i/abe: 5o + 5o =
% + go5-- Kita vertus, M > Va2b2c2, todél abe < 4/ w 3\[ Taigi
+

9agbc > & 39‘[ 7 Todél S > % % = 44/3. Lygybeé teisinga, kaia = b = ¢ = ﬁ,
t.y,kaia=b=c= %

Atsakymas: 4v3,kaia =b=c = \/ig

4. Apskritimas liecia kampo, kurio virsuné yra taskas O, krastines taskuose A ir B.
MaZesniajame lanke AB pazymétas taskas K. Sakykime, kad tiesés OB taskas L yra
toks, kad tiesés OA ir KL yra lygiagrecios. Apskritimas, apibréztas apie trikampj
KLB, kerta tiese AK taskuose K ir M. [rodykite, kad tiesé OM yra to apskritimo
liestiné.

Sprendimas. Akivaizdu, kad reikia jrodyti kampy OMK ir KBM lygybe (2 pav.).
Is tiesiy KL ir OA lygiagretumo gauname, kad ZLKM = ZOAK. Pagal kampo tarp
liestinés ir stygos savybe turime, kad LZLKM = ZOAK = ZKBA. Pagal jbréztiniy
kampy savybes Z/LKM = /LBM. Kadangi ZOAM = ZOBM, tai keturkampis
OABM yra jbréztas i apskritima, todél ZOMA = ZOBA. 1s ¢ia seka, kad ZOMK =
/OMA = /OBA = /ABK + Z/OBK = Z/0BM + Z/OBK = /MBK, ka ir reikéjo
irodyti.

5 XII klasé

1. Raskite visus skirtingus pirminius skaicius p, q, v ir s, kad jy suma buty pirminis

skaicius, o skaiciai p? + qs ir p* + qr buty naturaliyjy skaiciy kvadratas.
Sprendimas. Keturiy nelyginiy skaiciy suma yra lyginis skaicius, todél vienas is

ieskomuju skai¢iy lygus 2. Irodysime, kad p = 2. Jei p # 2, tai kuris nors i$ skaiciuy
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q, r, s yra lygus 2, o likusieji yra nelyginiai. Jeip =2k +1,¢=2,07r =20+ 1, tai
p? +qr = 4(k? + k + 1) + 3 negali biiti natiiraliojo skai¢iaus kvadratas, nes nelyginio
skaiciaus kvadrato liekana dalijant is 4 lygi 1. Analogiskai gaunama ir atvejais p =
2k+1,s=2,qg=2l+1,0otaippat p=2k+ 1, r =2, ¢ =20+ 1. Taigi p = 2. Jei
4+qs=a? taigs = (a—2)(a+2). Jeia—2=1, tai a = 3, gs = 5 — priestara.
Kadangi g ir s — pirminiai, a —2 # 1, tai turi buti g = a —2, s = a+2, arba ¢ = a+ 2,
s = a — 2. Abiem atvejais ¢ ir s skirtumo modulis lygus 4. Analogiskai tare, kad
44 qr = b2, gauname, kad ¢ ir r skirtumo modulis lygus 4. Taigi s = ¢ —4, r = ¢+ 4,
arba s = q+ 4, r = ¢ — 4. I8 skai¢iy ¢ — 4, q ir g + 4 visada vienas dalijasi i$ 3. Taigi
q—4=3,q=7. Tada s =3, r =11, arba s =11, r = 3.
Atsakymas: p=2,q="17,s=3,r=11;
p=2,q="7,s=11,r =3.

2. Su wisais naturaliaisiais skaiciais n, kuriems skaicius 3Tn + 1 yra naturaliojo
skaiciaus kvadratas, skaicius n + 37 yra 38 naturaliyjy skaiciy kvadraty suma.

a) [rodykite §j teiging.

b) Nurodykite bent vieng uZdavinio sqlygq tenkinanty skaiciy n.

Sprendimas. a) Sakykime, kad skaic¢ius 37n + 1 yra naturaliojo skaic¢iaus m kvad-
ratas: 37n + 1 = m?. I§ &a isplaukia, kad arba m — 1, arba m + 1 dalijasi i§ 37.
Jeigum —1 =37k (k > 1), tai 3Tn + 1 = (37k + 1)2. 18 ¢ia n = 37k* + 2k. Tuomet
n + 37 = 37k% + 2k + 37 = 36k + (k + 1)® + 62. Taigi skai¢ius n + 37 uZrasomas
36 skaiciy, lygiu k2, vieno skaiciaus, lygaus (k + 1), ir vieno skai¢iaus 62 suma. Jei
m+1 = 37k (k > 1), analogiskai gauname: n+37 = 36k*+ (k—1)2462. Jei k # 1, tai
skaicius n + 37 uzrasomas 38 naturaliyjy skaiciy kvadraty suma, o jei k = 1, turime
skai¢iyn +37=72=6-22+2-324+30-12.

b) Kai m — 1 = 371, t.y., kai m = 38, tai 3n +1 = 382, t.y., n = 39. Kai
m—1=37-2,t.y, kai m = 75, tai 3n + 1 = 752, t.y., n = 152.

Atsakymas: pavyzdziui, n = 39 arba n = 152.
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SUMMARY

Survey of LEU olympiad 2014 for young mathematicians

V. Geseviciené, E. Mazétis, E. Jakaityté

The texts and solutions of the LEU young mathematicians olympiad — 2015 are presented.

Keywords: mathematical olympiads, problem solving.
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