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Santrauka. Straipsnyje jrodoma, kad bendruoju atveju negalima skriestuvu ir liniuote
nubrézti trikampio, jei duota kampas, pusiaukampiné bei pusiaukrastiné, nubréztos is kito
kampo virsunés. Parodoma, kuriais atskirais atvejais galima trikampj nubreézti.

Raktiniai zodziai: trikampis, pusiaukrastiné, pusiaukampiné, brézimas skriestuvu ir liniuote, ku-

biné lygtis.

Ivadas

Sakykime, kad duotas trikampio AABC kampas ZC = =, pusiaukampiné [, ir pu-
siaukrastiné m,, iSeinancios i§ virsunés A. O. Krotenheerdt [3] darbe jrodoma, kad
skriestuvu ir liniuote negalima nubrézti trikampio, kai duoti minéti elementai. Sis
tvirtinimas iSplaukia is to, kad Sio uzdavinio iSsprendziamumo problema suvedama j
galimuma nubrézti kubinés lygties racionaliasias Saknis. Kaip jrodyta [2], kubinés lyg-
ties su racionaliaisiais koeficientais sprendiniai yra nubraizomi skriestuvu ir liniuote
tik tada, kai vienas i sprendiniy yra racionalusis. O. Krotenheerdt [3] darbe jrodoma,
kad nubreézti trikampj, kai duota -, I, ir m, skriestuvu ir liniuote negalima bendruoju
atveju, nes nubrézti negalima specialiuoju atveju, kai v = 90°, [, = 1 ir m, = 2. Bet
minétame darbe neparodoma, kad toks trikampis egzistuoja. Musy atvejis skiriasi
nuo [3] darbe iSnagrinéto atvejo tuo, kad mes imame atskira atvejj, kai v = 90°,
lo = 1ir mq = V/3, jrodome, kad toks trikampis egzistuoja, ir dar parodome, kad
atskirais atvejais, pvz., kai v = 90°, [, = 2 ir m, = \/ﬁ/Q trikampis yra nubréziamas
skriestuvu ir liniuote.

Manome, kad tokius ir analogiskus kitais elementais duoty trikampiy brézimo
galimumo nagrinéjimo uzdavinius galima spresti su matematikai gabiais mokiniais.
Si tematika gali biiti jvairiy projektiniy darby pagrindas.

1 Kubinés lygties sakny braiZzymas

Daugelis klasikiniy brézimo skriestuvu ir liniuote uzdaviniy yra suvedama j treciojo
laipsnio lygciy saknuy radima ir jy brézima. Tokiy uzdaviniy pavyzdziai — tai kubo
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1 pav.

sudvigubinimas, kampo trisekcija, taisyklingojo septynkampio braizymas. Atskirais
atvejais kai kurie siy klasikiniy uzdaviniy yra issprendziami, pvz., kampo trisekcija
yra atliekama, kai kampas lygus 90°, arba 45°. Bet bendruoju atveju néra baigtinés
proceduros, jgalinancios skriestuvu ir liniuote bet kurj kampa padalyti i tris lygias
dalis.

Paprastai atsakyma apie brézimo uzdavinio iSsprendziamuma skriestuvu ir liniuote
duoda si teorema, kuria mes taikysime ir savo uzdavinio sprendimui.

1 teorema. (Zr. [2, p. 163].) Jei kubiné lygtis
2 +ar +br4+c=0 (1)
su racionaliaisiais koeficientais neturi racionaliyjy Sakny, tai skriestuvu ir liniuote

negalima nubrézti atkarpy, kuriy ilgiai lygus Sios lygties Saknims.

2 Lygtys, kurias tenkina staciojo trikampio smailiojo kampo
kosinusas

2 teorema. Sakykime, kad trikampio AABC kampas ZC =~ = 90°, o atkarpos l, ir
mq yra trikampio pusiaukampinés ir pusiaukrastinés, nubrézty is virsunes A, ilgiai.
Tuomet kampo /A = « kosinusas x = cos « yra lygties

32° —ka*+a2+1=0, dak=(8m:—312)/L2, (2)
sprendinys.

Irodymas. Tarkime, kad trikampis AABC tenkina teoremos salygas (1 pav.). Tuomet

yra teisinga lygybé
«@ 1+ cosa
b=1, — =g\ ———. 3
cos 5 \/ 5 (3)

I Pitagoro teoremos iSplaukia, kad 4m?2 = a? + 4b%, todeél

a=+/4m2 — 212 cosa — 212, (4)
Kadangi sin a/ cosa = a/b, tai

sinfa 2(4m?2 — 202 cosa — 21?)

cos2a 12(1 + cos )

Atlike veiksmus gauname, kad dydis # = cos « tenkina (2) lygti.
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3 Trikampio brézimo uzdavinio, kai duota kampas ir is kito
kampo virsunés iSvestos pusiaukampiné ir pusiaukrastiné,
neissprendziamumas skriestuvu ir liniuote

Isnagrinésime, kaip trikampio brézimo skriestuvu ir liniuote, kai duota jo kampas ir i$
kito kampo virsunés iSvestos pusiaukampiné bei pusiaukrastiné, uzdavinys sprendzia-
mas su tam tikromis konkreciomis 3, [, ir m, reikSmémis. IS negalimumo nubrézti
trikampj konkreciais atvejais darysime isvada apie Sio brézimo uzdavinio neiSspren-
dziamuma skriestuvu ir liniuote bendruoju atveju.

3 teorema. UZdavinys nubrézti trikampg, kai duotas jo kampas ir is kito kampo virsu-
nés isvestos pusiaukampiné bei pusiaukrastiné, bendruoju atveju yra neissprendziamas
skriestuvu ir liniuote.

Irodymas. Isnagrinésime atskirajj duotojo uzdavinio atvejj, kai v = 90°, [, = 1 ir
mae = V3. Pradzioje parodysime, kad trikampis su tokiais elementais egzistuoja.
Tuomet k = (8m2 — 312)/12 = 21 ir (2) lygtis tampa tokia

32° — 212 +x +1=0. (5)

Nagrinékime funkcija f(z) = 323 — 2122 + 2 + 1. Akivaizdu, kad f(0) =1, 0 f(1) =
—16 < 0. Is analizés zinoma teorema apie tolydzios segmente funkcijos nulius, is
kurios iSplaukia, kad funkcija f(x), segmento [0;1] galuose jgyjanti prieSingy Zenkly
reikSmes, bent viename intervalo (0; 1) taske jgyja reiksme lygia nuliui. Taigi (5) lygtis
turi bent viena Saknj 0 < g < 1. Bet z¢p = cos «, todél egzistuoja tokia « reiksme,
kad 0 < o < 90°. Tuomet galima nubrézti smailyji kampa £ZA = «, kurio kosinusas
lygus xp. Tuo tikslu nubréziame statyji trikampj, kurio jzambiné lygi 1, o vienas
statinis lygus zy. Tuomet smailusis kampas prie Sio statinio yra ieSkomasis kampas «.
Zinodami stadiojo trikampio AABC kampg ZA = «a ir jo pusiaukampine I, = 1,
nubréziame trikampj. Bréziame taip: nubréziame kampo ZA = « pusiaukamping ir
joje atidedame atkarpa AL = 1. IS tasko L nuleidziame statmenj LC' | bet kuria
kampo ZA = « krastine ir ji pratesiame iki susikirtimo su kita Sio kampo krastine
taske B. Gauname statyji trikampj AABC, kurio smailusis kampas ZA = «, be to
/ZC =~ =90° o kampo A pusiaukampiné [, = 1. Sakykime, kad m, — Sio trikampio
pusiaukrasting, nubrézta is virsunes A. IS (5) lygybeés ir 2 teoremos iSplaukia, kad Sio
trikampio kampo ZA = « kosinusas cos « tenkina Sias dvi lygtis

3cos®ar — 21cos’a + cosa + 1 = 0,

3cos®a — kcos®a 4 cosa +1 =0, (6)
¢ia k = (8m2 —312)/12 = 8m2 — 3. I3 (6) lygybiy isplaukia, kad k = 21, todél
n2 = /3. Taigi trikampis AABC tenkina salygas v = 90°, I, = 1 ir m, = /3, t.y.,

jis yra ieskomasis.

Irodysime, kad (5) lygtis neturi racionaliyju Sakny. Kaip zinome i§ algebros [1],
jei polinomo koeficientai yra sveikieji skai¢iai, neturintys bendry dalikliy, o m/n yra
racionalioji Sio polinomo saknis, tai vardiklis n yra polinomo vyriausiojo nario koefi-
ciento daliklis, o skaitiklis m — laisvojo nario daliklis. Taigi (5) lygties racionaliosios
saknys gali buti tik Sios: 1/3, —1/3, 1 ir —1. Patikrine matome, kad né vienas Siu
skaiciy néra (5) lygties Saknis, taigi ji neturi racionaliyjy sakny.
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Anksciau mes jrodéme, kad egzistuoja trikampis AABC, kuriame v = 90°, [, = 1
ir mq = v/3. Sakykime, kad jj galima nubrézti skriestuvu ir liniuote. Parodysime, kad
tuo atveju galima nubreézti atkarpa, kurios ilgis lygus cos a. Tuo tikslu sio trikampio
izambinéje AB atidedame vienetinio ilgio atkarpa AB’. IS tasko B’ skriestuvu ir
liniuote nuleidZiame statmenj statiniui AC, kuris statinj kerta taske C’. Akivaizdu,
kad atkarpa AC” = cosa nubrézta skriestuvu ir liniuote. Bet cosa — (5) lygties
saknis, o kaip jrodéme, §i lygtis racionaliyjy Sakny neturi. IS 1 teoremos isplaukia,
kad sios lygties sprendiniy negalima nubrézti skriestuvu ir liniuote. Gautoji priestara
ir jrodo teorema.

Pastebékime, kad ta fakta, jog (5) lygtis neturi racionaliyjy sakny, galima jrodyti
ir netaikant algebros teoremos apie polinomo racionaligsias Saknis, o naudojant tik
elementariosios matematikos zinias. Keitiniu y = 3z — 7 (5) lygtis suvedama j tokia
lygti > — 144y — 656 = 0. Akivaizdu, kad &i lygtis turi racionaliuosius sprendinius
tada ir tik tada, kai (5) lygtis turi racionaliuosius sprendinius. Sakykime, kad ra-
cionalusis skaic¢ius m/n, ¢ia m ir n — tarpusavyje pirminiai skaiiai, yra Sios lygties
sprendinys. Tuomet teisinga lygybé m3 = 42n2(9m + 41n). I§ éa isplaukia, kad
skaicius m dalijasi is 4, t.y., m = 4r, ¢ia r — sveikasis skaic¢ius. Tuomet teisinga
lygybé 4r3 = n?(36r + 41n). Taigi skai¢ius n dalijasi i§ 2, t.y., skai¢iai m ir n néra
tarpusavyje pirminiai. Todeél lygtis y3 — 144y — 656 = 0, o tai reiskia, ir (5) lygtis
neturi racionaliyjy sprendiniy.

Atskirais atvejais, specialiai parinkus kampa ir is kito kampo virsiinés iSeinancias
pusiaukampine bei pusiaukrastine, trikampj galima nubreézti skriestuvu ir liniuote.

Uzdavinys. Nubrézkime trikampj AABC, kai duota v = 90°, I, = 2 ir m, =
V21/2.

Analizé. Sakykime, kad ieskomasis trikampis AABC yra nubraizytas. Tuomet
k = (8m2 —312)/12 = 15/2, o i$ ¢a iSplaukia, kad zo=1/2 yra (2) lygties Saknis.
Kadangi kampas a — smailusis, tai i$ salygos cosa = 1/2 iSplaukia, kad o = 60°.
Tuomet i$ (3) ir (4) lygybiy isplaukia, kad b = /3 ir a = 3.

BréZimas. Skriestuvu ir liniuote bréziame atkarpa lygia v/3 [2, pp. 120-123], po
to skriestuvu ir liniuote braizome statyjj trikampj, kurio statiniai a = 3, b = v/3. Sis
trikampis yra ieSkomasis.

Irodymas. 15 (3) ir (4) gauname, kad I, = 2 ir m, = v/21/2. Taigi nubréztasis
trikampis tenkina uzdavinio salyga.
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SUMMARY
On the insolubility of one drawing problem
J. Kirjackis, G. Melnicenko, E. Mazétis

It is shown in the article that, in general, it is not possible to draw a triangle using a compass and
a straightedge given an angle, and a bisector and a median drawn from the vertex of another angle.
It is shown in which particular cases a triangle can be drawn.

Keywords: triange, median, bisector, drawing with compass and straightedge, cubic equation.
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