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Santrauka. Straipsnyje atkreipiamas démesys j tai, kad daznai pravartu bandyti atspéti
pilng ar bent dalinj uzdavinio atsakyma. Klausimas iliustruojamas nagrinéjant kelis olim-
piadinius uzdavinius.

Raktiniai Zodziai: olimpiados, uzdavinio atsakymas, sprendimo paieska.

Kai uzdavinys matytas ir suprantamas, jokiy problemy paprastai nekyla. Sun-
kumai prasideda susidurus su uzdaviniu, kurj reikia ,spresti, kai nezinai kaip“. Ma-
tematikai sukuré visa moksla, kaip tada reikétuy elgtis. Patarimy yra gausybé (zr.
[5, 4]):

e prisimink panasy uzdavinj,

pabandyk iSspresti paprastesnj uzdavinj,

isivesk patogius zyméjimus,

pagalvok apie nezinomuyjy keitima, ir t. t. ir pan.

Sj karta pavyzdziais parodysime, kaip gali palengveti uzdavinio sprendimas, kai
pavyksta atspéti uzdavinio atsakyma — arba bent dalj atsakymuy. Kitaip sakant,
i naudingy patarimy sarasa visada verta jsitraukti tokj:

o pabandyk apciuopti (atspeti, surasti, numatyti, sugalvoti, ...) atsakyma.

Sprendziant lygtj ar lygciy sistemas, tai reiskia, kad verta paspélioti ir i$ anksto
zinoti bent viena ar kelis sprendinius. Savaime aisku, kad jeigu sugalvoje sprendimo
kelig ir spresdami to sprendinio negautume, tai musy sprendimas neteisingas — pa-
zeista logika, padaryta klaida skai¢iuojant ir pan. Beje, atlieckant sudétingus pertvar-
kymus klaidos tikimybé labai padidéja, o turint sprendinj galima save kontroliuoti —
ziuréti, ar jis vis dar ,tinka“.

Pailiustruosime tai keliais konkreciais pavyzdziais.

Siy (2015) mety Lietuvos mokiniy olimpiados dalyviai i§ 11 ir 12 klasiy sprendé
tokj uzdavinj.

1. Turime lygciy sistemq

3 — 2% =2y,
{8 3 _ 4 2 __ (1)
Y y° = .

a) Nurodykite bent du jos realivosius sprendinius,
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b) Raskite visus jos realivosius sprendinius.

Sprendimas. Matome, kad punktas a) primygtinai sitilo mokiniui paspélioti atsa-
kymus. Jeigu jis ir nenujaucia, kaip tai svarbu sprendziant, tai bent suvokia, kad uz tai
gaus brangius taskus (kiekvienas uzdavinys vertinamas 7 taskais, taigi uz punkta b)
buvo skiriami visi taskai, o jo nejveikus vien uz punkta a) buvo skiriami 2 taskai).

Nors uzdavinj galima spresti ir be to, bet jau anks¢iau paminétas patogus keitinys
¢ia labai pravercia: akivaizdu, kad 2y verta pavadinti, pavyzdziui, u, ir sistema tampa

2 — 2?2 =,
{3 2 _ (2)

U~ —u" =2a.

Sios sistemos pranasumas pries (1) sistema labai ryskus: viena — jos koeficientai
nebemirga, ju tiesiog ,nebéra“, taigi jie nebetemdo zZvilgsnio. Bet svarbiausia, kad
sistema tapo simetrine (t.y., ji nesikei¢ia pakeitus z — u, u — ), ir pamatysime,
kaip tai svarbu.

Taigi spéliokime (2) sistemos atsakymus. Jau vien dél simetriskumo aisku, kad
uztenka spélioti tik x reiksmes. IS karto pastebime, kad tinka z = 0. Tada i$ pirmos
lygties w = 0, ir antra lygtis tenkinama. Viena (2) sistemos sprendinj jau turime:
x =0, u = 0. Beje, uz ta vienintelj sprendinj taskai olimpiadoje nebuvo skiriami.

Teskome kity sprendiniy — bandome sveikuosius skaicius. Bet x = 1 netinka, nes
tada iS pirmos lygties u = 0, o antra lygtis duoda = = 0. Nepavyksta aptikti ir
sprendiniy su kitais sveikaisiais « (matysime, kad ju ir néra).

Pasvarstykime, kuo dar ypatinga (2) sistema. Kadangi x ir u tokie ,panasus®
(vienodai jeina j abi lygtis), tai verta patikrinti, ar negali jie buti tiesiog lygus, t.y.
x = u. Tada sistema virsta lygtimi

a3 —2? —2 =0, (3)

arba
z(fo:c—l) =0.

Atveji = 0 jau aptaréme, todél lieka iSspresti lygti
-2 —-1=0,

kuri turi du sprendinius z = (1 4+ /5)/2 ir 2 = (1 — v/5)/2. Kadangi jie iracionalis,
tai dabar aisku, kodél ankséiau nepavyko ju atspéti.

Taigi zinome tris (2) sistemos sprendinius. Bet iSspresti sistema reiskia rasti visus
jos sprendinius. Kitaip sakant, reikia rasti likusius sprendinius arba jrodyti, kad
daugiau juy néra.

Spreskime (2) sistema. Standartinis sistemy sprendimo budas — iSsireiksti viena i8
kintamyju kitu (ar kitais), ir kintamujuy bus ,maziau®. Pirmoje (2) sistemos lygtyje u
jau isreikstas iksu, taigi lieka v = 3 — 22 jstatyti j antra lygti:

(zs—zQ)g— (zs—zQ)Q—z:O. (4)
Is pradziy gali pasirodyti, kad iSspresti gauta auksto laipsnio lygti neijmanoma. Bet
paaiskéja, kad zinant atspétuosius sprendinius tai ne taip jau ir sudétinga. IS tikryju,

zinome, kad (4) lygtis turi sprendinius 0, (1 4+ +/5)/2. Bet Sie sprendiniai — tai ir
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(3) lygties sprendiniai, todél i§ (4) lygties kairiosios puseés turéty isSsikelti reiskinys
23 — 22 — x. Dabar jau paprasciau: (4) lygties kairiosios pusés démenj (23 — 22)3

reikia papildyti démeniu —23, o tada kuby skirtuma (23 — 2?)3 — 23 galima iSskaidyti
ir gauti norima dauginamajj:
(z?’ — z2)3 -3 = (:c3 —z? - x) [(x3 — x2)2 + x(z3 — z2) + xQ].

22 2

Dar papraséiau susitvarkyti su démeniu (2® — 22)2, papildzius ji démeniu —2? ir
iSskaidzius kvadraty skirtuma. Taigi skaidome (4) lygties kaire puse:
(27 —2?)° = (a® —2®) — 2
= (503 fo)B — 3 — (503 fx2)2+:c2 —x 42—
= (m3 — 22 —x)(m6 —2x5+2x4—x3+x2)
— (ngfox)(:cgfoqL:c) + (zg—zQ—z)
= (m3—x2—x)(x6—2x5+2x4—2$3+2x2—x+1).

Lygti 2> — 22

— x = 0 jau sprendéme, taigi liko lygtis
28 —22° 4+ 22 — 23 + 222 —x +1=0.
Jau buvome uzsimine, kad si lygtis Sakny gali neturéti. Ir iS tikryjuy, nesunku
isitikinti, kad kairé pusé visada teigiama. Tai akivaizdu isskyrus dvinariy kvadratus:
(x37x2)2+x472:c3+2:c2—z+1
= (mg—x2)2—|— (mQ—x)2+x2—x+1
= (2* - x2)2 + (2° - x)2 +(r—1/2)*+3/4> 0.
Taigi (2) sistemos sprendiniai yra (z;u) = (tt), t € {(1 —/5)/2,0,(1 +/5)/2}.
Grize prie (1) sistemos nezinomojo y = u/2, randame jos sprendinius.
Atsakymas. (z;y) = (t;t/2),t € {(1 —/5)/2,0,(1+/5)/2}.
Apzvelgiant §j sprendima, pasidaro aisku, kad iSspresti (4) lygti, nezinant jos
sprendiniy i$ anksto, vargu ar jmanoma. Kitoks Sios sistemos sprendimas pateik-
tas apzvalgoje [2] (ten pateikiamos visos olimpiados uzduotys ir sprendimai). Kad

skaitytojas susidaryty pilnesnj vaizda, trumpa, rafinuota sprendima surasysime ir ¢ia.
Grizkime prie (2) sistemos. Atimkime viena lygtj i$ kitos ir skaidykime:

2? —u® — (2% —u®) = —(z — u),
(x—u)(xQ—:cu—i—uQ—x—u—i—l) =0.
Antras dauginamasis ikso atzvilgiu yra kvadratinis trinaris
2 Fafu—1)+u® —u+1.
Jis visada teigiamas, nes jo diskriminantas

(u—1°—4(w* —u+1)=-3u"+2u—4=—-2u>— (u—1)>-3

neigiamas. Lieka pazjstamas atvejis = u. Sprendimas baigtas.
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Cia gal visai pritikty nedidelis ekskursas j olimpiady virtuve. Nusprende duoti
$i uzdavinj, rengéjai ilgai svarsteé, kaip formuluoti salyga. Buvo nagrinéjami tokie
variantai.

A. Isspreskite lygtj

(ZCg - ZC2)3 — (.’L'3 — £C2)2 =2x.

{:cB:c?y,
Y3 —y? =2,

3 — 22 =2y,
8y% — 4y? = .

B. Isspreskite sistemq

C. Isspreskite sistemq

D. Duota sistema B.

a) Nurodykite bent du jos sprendinius.
b) Raskite visus jos sprendinius

E. Duota sistema C.

a) Nurodykite bent du jos sprendinius.
b) Raskite visus jos sprendinius.

Spresdami matéme, kad sunkiausias buty variantas A — ¢ia sunku apciuopti kita
kelig, nei jsivesti antrg neZinomajj y = 2 — 2. Tada gauname sistema B ir Zinome
bent du jos sprendimo budus:

1) atimti vieng lygti i$ kitos;

2) atspeéti sprendinius imant x = y ir jais pasinaudoti sprendziant lygtj A.

Siek tiek sunkesnis sistemos B variantas biity sistema C. Pagaliau D ir E veréia
spéti sistemos atsakymus, o juos atspéjus, kaip jau matéme, sistema spresti lengviau.
Olimpiadai pasirinktas variantas E: viena, jis moko isivesti patogesnius zymeéjimus;
antra, gauta sistema galima spresti ne vieninteliu budu (kitaip buty su variantu A —
vienintelis realus budas yra jsivesti antra nezinomaji).

Nagrinekime kita pavyzdj — uzdavinj i§ 2014 m. olimpiados (sprendima zr. [1];
beje, visy olimpiady uzduotis galima rasti [3]).

2. (9-10 klasés). Raskite visas sveikyjy skaiciy poras (m;n), su kuriomis teisinga
lygybé

(n+101)(n+ 102)(n 4 103)(n + 104) = (m + 1)(m + 2). (5)

Sprendimas. Nepradékime spresti, nepaspélioje atsakymu. Daug ju (o gal ir
visus?) atspéjame, matydami, kada kairéje ar deSinéje gausime 0: tai reikSmeés n
= —101,-102, —103, 104 ir m = —1, m = —2.

Beje, jei nagrinésime tik desine puse, turime duodancias 0 reikSmes m = —1,
m = —2, su jomis ir kairé turi buti lygi 0, taigi jau turime 2 - 4 = 8 sprendinius.
Zodziu, jeigu jrodytume, kad tinka tik m = —1 ir m = —2, tai uzdavinys biity
iSsprestas.

Ir vél, jzymiojo matematiko ir filosofo D. Pojos patarimas — jsivesti patogius Zy-
méjimus (7r. [5, 4]). Zinoma, tai, pavyzdziui, n 4+ 101 = r. Tada kairé pusé virsta
r(r+1)(r +2)(r + 3). Naturalu sudauginti pirma ir ketvirta, taip pat antra ir trecia
skai¢ius: (r? + 3r)(r? + 3r + 2). Dabar prisiminkime budinga greitosios daugybos
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pavyzdéli: 99 - 101 = (100 — 1)(100 + 1) = 100% — 12 = 9999. Analogiskai kaire puse
galima uzrasyti kaip

(FP+3r+1-1)(P2+3r+1+1) = (P +3r+1)" -1,

Kad tuo paciu pavyzdziu galima buty pasinaudoti desingje, verta (5) lygti padauginti
is 4:

A2 +3r+1)° —4= (2m +2)(2m +4).
Desiné virsta (2m + 3)? — 1, ir turime lygtj

(22 + 6r +2)° — (2m +3)* = 3. (6)

Cia galima buty pazyméti x = 2m + 3, y = 272 + 6r + 2, i§ lygties y> — 22 = 3
gauti 4 sistemas
y—.’I]:l, _13 3) _33
y+ar=3 -3, 1, —1

ir jas spresti. Bet (6) lygtyje matome dvieju kvadraty skirtuma, ir uzrasius kvadraty
sekg 0,1,4,9,16, ..., i$ karto aisku, kad skirtumg 3 duoda tik 4 — 1, t.y. tik y? = 4,
22 =1, o tai reiskia, kad 2m + 3 = £1, m = —1 arba m = —2.

Sprendimas baigtas.

Atsakymas.

(m,n) = (—1;-101), (=1; —102), (—1; —103), (—1; —104), (—2; —101),
(—2;—102), (—2; —103), (—2; —104).
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SUMMARY
A problem and its answer
J.J. Macys, J. Susinskas

In the article attention is given to the fact that knowing of a partial or complete answer to a math
problem can be a big help in solving it. The subject is illustrated by solving some math contest
problems.

Keywords: olympiads, search of solution, guessing answer.
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