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Santrauka. Darbe nagrinéjamas stygos svyravimy G.F. Carriero netiesinis matematinis
modelis. Modelyje nagrinéjami isilginiai ir skersiniai stygos svyravimai, apibudinami dviejy
netiesiniy antrosios eilés diferencialiniy lygciy dalinémis iSvestinémis sistema. Kai pradi-
niu laiko momentu ¢ = 0 sistemos sprendiniai turi mazas (proporcingas mazajam paramet-
rui ) amplitudes, uzdavinys pertvarkomas j dviejy silpnai netiesiniy banginiy lygé¢iy sistema.
Straipsnyje konstruojamas rezonansinés bangy saveikos asimptotinis artinys, tolygiai tinka-

mas ilgajame laiko intervale t ~ g1,

Raktiniai zodziai: asimptotiniai metodai, vidurkinimas, netiesinés bangos, rezonansai.

1 Uzdavinio formulavimas

Nagrinésime dvieju antrosios eilés diferencialiniy lygéiy sistema [1, 2]:

1 _ 2

pAutt _ EAUII _ (EA _ T)( + uz)vzvzz Ugz Vs _ 07
VI +u,)? + o2

(1 + ux)ZUzz — (1 + uz)uxxvm

VIA+u,)? + 02

(1)

pAvy, — EAv,, + (EA-T) = 0.

Cia p — medziagos tankis, A — skerspjiivio plotas, T — pradiné jtampa. Skirtingai
nuo klasikinio tiesinio judéjimo, nesuzadintos stygos elementas apibudinamas erdvine
aksialine koordinate z ir laiko momentu ¢. Atsizvelgiant j galimas nemazas stygos
deformacijas, suzadintos stygos elemento nuokrypiai apibudinami isilginiu u(x,t) ir
skersiniu v(x, t) poslinkiais. Taigi stygos judéjimas vyksta (u,v) plokstumoje.

Tarkime, kad pradiniu laiko momentu ¢ = 0 tenkinamos periodinés su periodu 27
salygos:

0<ex L
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Teskosime (1) sistemos sprendinio pavidalu u = £, v = £v. Tada, skleisdami (1)
reiskinius mazojo parametro £ laipsniais, gauname:
E(pAiiyy — EAliyy) — E2(EA — T)iype + O(E%) = 0,
E(pATy — Tiyy) + EX(EA — T)( — fliggy — liplze + O(E%)) = 0.
Pazymékime
E
a? ==, b = ,
p pA
Tada, atmesdami O(£3) eilés narius ir neragydami Zenklo (7), turime asimptotinio
integravimo uzdavinj

£= é(a2 — b2).

(3)

{ Uty — 0P Uy = EVgVag,
Vit — bQ’Uzz = E(Uzuzz + Uzvzz)
su pradinémis salygomis, atitinkanc¢iomis (1).

Kai (3) sistemoje £ = 0, turime dviejy nepriklausomu béganéiyju bangu pora (zr.,
pvz., [6]):

x+at
() = uo(z + at) —;—uo(x —at) N 2_1(1 /_+t s () de,
o x-+bt
oo t) = vo(erbt);Lvo(:c bt) + 2ib/,bt vy (&) dE. (4)

Taciau, kai ¢ > 0, (1) funkcijos bus artimos (3) sistemos sprendiniui, bendruoju
atveju, tik trumpame laiko intevale t < O(e71).

2 Asimptotikos konstravimas

Pirmujy dvieju Sio tyrimo bendraautoriy straipsnyje [5] iSnagrinéta bendresnio (3) ti-
po uzdavinio asimptotinio integravimo schema. Trumpai pakartosime jos pagrindinius
elementus. Pazyméjus

= U — GUy, ro = Ut + Uy, ry = vy — bu,, rq = V¢ + bug,

(3) sistema perrasoma Rymano invariantais:

aTj arj o
5 E g = Elra — ) —rs), G=12, (5)
or;  Or; e |

artj iba?‘j; - r“b((r‘l77”3)(7’2:6*7’11)4»(7’277"1)(7”4&077,31))7 J :374

Jos asimptotikai 7, (x, ;) = R;j(7,y;)+O(e) konstruoti sudaroma suvidurkinta pagal
charakteristikas sistema:

OR: 1 ORA(T,ys) (’9R3(T,y3))>
J

9 — =1, 2
or 12 <(R4(Ta 94) R3 (Ta y3)) ( ay4 8y3 E i , 4,

O e

(RQTyQ Rl(T,yl))M))>j, j=3,4.

0y
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Cia 7 = et — létasis laikas, y; = = —at, yo = v +at, y3 = x — bt, y4 = x + bt — greitieji
charakteristiniai kintamieji, ¥ = (y1,¥2,¥s3,y4). Vidurkinimo pagal charakteristikas
operatoriai (- --); apibréziami taip:

, Y1 = Y1,
B 1 T Y2 = Y1 +2at,
(fi(r,y), = o ), Fi(T, 91,92, ¥3, y4) ys = y1 + (a — )L, at,
| vya=y1+ (a+b)t, |
B yl :y2 —a/t, i
1 27 Y2 = Y2,
<f2(77y)>2 - 27 J, Fal7: 91,92, 93, 94) ys =y2 — (a +b)t, o
| =+ (- alt,
[y =ys+ (b—a)t, |
1 2 Y2 = Y3 + (a + b)t,
<f3(7-ay)>3 = % f3(T y15y23y35y4) Y3 = Y3, dt,
L y4—y3+2bta J
2 [y =ya— (a+0)t, |
1 g Y2 y4+(a*b)ta
<f4(7',y)>4 = % fa(T 91,92, y3, y4) Y3 = ya — 2bt, .
| Y4 = Y4 |

Pastebékime, kad (6) sistema tiesiogiai nepriklauso nuo mazojo parametro ¢ ir todél
neturi asimptotinio integravimo problemy. Tai reiskia, kad uzdavinj galima efektyviai
spresti skaitiniais metodais [3]. Sio straipsnio autoriy darbe [4] buvo konstruojami
asimptotinio sprendinio polinominiai artiniai. Sistemai (6) tirti taikome [4] metodika.

3 Suvidurkintos sistemos tyrimas

Priklausomai nuo pradiniy salygy ir dydziy a ir b, suvidurkintos sistemos (6) desinés
pusés gali buti lygios nuliui nerezonansiniu atveju arba nelygios — rezonansiniu [5].

Nerezonansiniu atveju suvidurkintos sistemos sprendiniai sutampa su (1) funkci-
jomis. Siuo atveju funkcijos R; nepriklauso nuo létojo laiko 7 ir turi tik tas pacias
harmonikas sinnzx, cos nx, kurios sudaro pradines funkcijas.

Rezonansiniu atveju atsiranda priklausomybé nuo 7 ir naujos harmonikos. Paste-
békime, kad (6) sistemos sprendinys yra artimas tiksliam (5) sistemos sprendiniui
ilgajame laiko intervale ¢ ~ =1 kaip rezonansiniu, taip ir nerezonansiniu atveju. Tai
reiskia, kad Vu > 0, Je,, > 0:

<vs € (0,e,],t € {0, ?D |rj(t,z;¢) — Rj(et,x — \jt)| < p, (7)

¢ia 0 yra nepriklausanti nuo p ir € konstanta, A\; = a, Ay = —a, A3 = b, \y = —b.
Kaip ir musy straipsnyje [4], ieSkosime tokio pavidalo funkeijuy R;(7,y;) artiniy:
M
RJ ~ T]MN (Ta y]) = (RJCO =+ chl’r + o+ Rk(,NT ) COos ky]
k=1
+ (Rbyo + RYy 7+ + R y7V) sinky;. (8)
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Koeficientus RJ (c,s)i surandame neapibréztyjy koeficienty metodu. Analogiskus rezul-
tatus gauname nuosekliosiomis iteracijomis. Parenkant tinkamas parametry M, N

0
reik§mes, uztikrinamas galiojantis, kai ¢ € [0, %], reikalingas aproksimacijos tikslu-
mas.

4 Pavyzdys
Paimsime sistemos atskira atveji, kai a =1 ir b = 2,

Ry (079) = RQ(Oa y) =0,
R3(0,y) = R4(0,y) = siny — 4 cosy + 7sin 3y + 2 cos 3y.

Gavome tokj sprendinio artinj:

13, 26351 5\
1536 491520 Y

15 5, 207 4
P 4 9
+< 87 " T024" " 65536" >Sm 4 ©)

T3T4< 4232 8003 4>co <1+ﬁ 2 _ 8003 T4>Siny

13
T1:T2:( T4+

64 98304 256 393216

51 2737 357 , 19159
2— —7% — 74 3 o 74 3y.
+( 128" 65536 )COS y+( %67 131072 ) S0

(10)

Pastebékime, kad esant Sioms pradinéms salygoms nerezonansiniu atveju (t.y., kai
T F %) turésime: 77 =15 =0, o

T3 =Ty =siny —4cosy + 7sin3y + 2 cos 3y
ir visos funkcijos nepriklauso nuo 7. Formulés (9) rodo, kad atsiranda aproksimuo-

jancios funkcijas T7, To harmonikos sin 4y, cos4y ir visy bangy amplitudés priklauso
nuo létojo laiko 7.

=0

%

[ RI ——R2 —R3—-— R4|

1 pav. Funkcijy R1, R2, R3, R4 grafikai rezonansiniu atveju, su skirtingomis 7 reikSmémis.
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Pastebésime, kad dél bangy rezonansinés saveikos laikui bégant atsiranda bangos
R1, Rs, nors laiko momentu 7 = 0, R; ir Ry buvo nulinés funkcijos.

Pateikti 1 pav. funkcijy grafikai rodo, kad, kai 7 = O(1), atsiranda bangy rezo-
nansiné sgveika.

Dél apribojimy straipsnio apiméiai nenagrinéjome modelio paramety fizikinés pras-
més ir ju jtakos banguy profiliams, kuriuos nesunku gauti i sukonstruoty Rymano
invarianty aproksimaciju [4]. Tai yra musy tolesniy tyrimy objektas.
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SUMMARY

Asymptotic investigation of a nonlinear model of string vibrations
O. Lavcel-Budko, A. Krylovas, P. Miskinis

The mathematical model of nonlinear oscillations of a weightless string is analysed. The uniformly
valid asymptotic approximation in the long time interval, which is inversely proportional to the
small parameter, is constructed. This asymptotic approximation is a solution of averaged along
characteristics integro-differential system. A method for constructing special approximations of its
solutions is proposed.

Keywords: resonance, asymptotic methods, nonlinear waves, averaging.
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