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Santrauka. Straipsnyje jrodoma, kad skriestuvu ir liniuote negalima nubrézti trikampio,
kai duotas kampas ir i$ kity skirtingy kampu virSuniy iSeinancios pusiaukrastiné ir pusiau-
kampiné. ISnagrinéti atskiri atvejai, kai toks trikampio brézimas yra galimas.

Raktiniai zodziai: trikampis, pusiaukrastiné, pusiaukampiné, brézimas skriestuvu ir liniuote, ku-

biné lygtis.

Ivadas

Straipsnyje [3] irodyta, kad skriestuvu ir liniuote bendruoju atveju negalima nubrézti
trikampio, kai duotas jo kampas ir i$ kito kampo nubréztos aukstiné bei pusiaukam-
piné. Siame darbe autoriai jrodo, kad bendruoju atveju negalima nubrézti trikampio,
kai duotas jo kampas ir is kity skirtingy virsuniy iSvestos pusiaukrastiné bei pusiau-
kampine.

Sakykime, kad duotas trikampio AABC kampas ZC' = -, pusiaukampinés, iSei-
nancios i$ virstnes A, ilgis — l,, pusiaukrastinés nubréztos is virsunés A ilgis — my,
o pusiaukrastines, iSvestos iS virSunés B, ilgis yra myp. Autoriai [3] darbe jrodé, kad
negalima skriestuvu ir liniuote nubrézti trikampj, kai duota ~, [, ir m,, suvedant
uzdavinj j tre¢iojo laipsnio lygties Sakny nubrézima. Darbe [4] jrodomas negalimumas
nubreézti trikampj atskiru atveju, kai v = 90°, [, = 1 ir m, = 1, bet nejrodoma,
kad trikampis su tokiais elementais egzistuoja. Mes nagrinéjame atskira atvejj, kai
duota v = 90°, I, = /3 ir my = 3. Jrodoma, kad galima nubrézti trikampj, tokiu
atskiru atveju, kai duota v = 90°, [, = 1 ir m;, = v/4026/8. Taip pat jrodoma, kad
bet kurioms duotoms atkarpoms [, ir ms, tenkinanc¢ioms salyga 2my; > [, egzistuoja
statusis trikampis AABC, kurio kampas C' yra statusis, kampo A pusiaukampiné lygi
lg, 0 i8S virsuneés B iSvesta trikampio pusiaukrastiné lygi my ir atvirksciai.

Tokius ir panasius tyrinéjimus gali atlikti vyresniy klasiy mokiniai, besidomintys
matematika.
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1 pav.

1 Kubinés lygties sakny braizymas

Daugelis klasikiniy brézimo skriestuvu ir liniuote uzdaviniy sprendziami, suvedant
juos i kubiniy lygc¢iy sakny brézima. Klasikiniai tokio tipo uzdaviniy pavyzdziai —
tai kubo sudvigubinimas, kampo trisekcija, taisyklingojo septyniakampio braizymas.
Pastebékime, kad egzistuoja kampai (pvz., 90° kampas), kuriems kampo trisekcija
atliekama skriestuvu ir liniuote. Bet bendruoju atveju néra procediros, jgalinancios
skriestuvu ir liniuote padalinti i tris lygias dalis bet kurj kampa.

Klasikiniy uzdaviniy neissprendziamumas seka is tokio tvirtinimo, kurj taikysime
ir musy nagrinéjamu atveju.

1 teorema. (Zr. [1, p. 136], [2, p. 163].) Jei kubiné lygtis su racionaliaisiais koefi-
cientais

2 +ar +br4+c=0 (1)
neturi racionaliyjy sprendiniy, tai né vienas sios lygties sprendinys nenubréZiamas

skriestuvu ir liniuote.

2 Kubiné lygtis, siejanti staciojo trikampio smailiojo kampo
kosinusg ir is skirtingy smailiyjy kampy virsuniy
iSeinanc¢iomis pusiaukampine ir pusiaukrastine

2 teorema. Sakykime, kad trikampyje AABC kampas Z/C =~ = 90°, atkarpa l, yra
kampo /A = « pusiaukampiné, o atkarpa my— pusiaukrastiné nubrézta is virsunés B.
Tuomet kampo /A = « kosinusas r = cos « yra lygties

32 + ka? —dx — 4 =0, (2)
dia k = (8mj + 312)/12, sprendinys.

Irodymas. Sakykime, kad trikampis AABC (1 pav.) tenkina teoremos salygas. Tuo-

met teisinga lygybé
« 14 cosa
b=1, — =g\ ———. 3
cos 5 1/ 5 (3)
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Pagal Pitagoro teorema 4m?2 = a? + 4b%, todeél

1\/8m§lgcoso¢lg
a== .
2

2

Kadangi sin a/ cosa = a/b, tai

sin? a B 8mi — 12 cosav — I2
cos?ac 412(1 + cosa)
t.y.,
(1—cos’a) 8mj—I12cosa— 12

cos?a 42(1+cosa)

Atlike veiksmus, gauname, kad x = cos« yra (2) lygties sprendinys.

3 Negalimumas nubrézti skriestuvu ir liniuote trikampj, kai
duota kampas ir i$ kity skirtingy kampuy virsuniy isvestos
pusiaukampiné ir pusiaukrastiné

Kaip ir [3] darbe, brézima trikampio, kai duota v, I, ir my, iSnagrinésime atskirais
atvejais. Pradésime nuo to, kad jrodysime teiginj apie staciojo trikampio egzista-
vima, kai duota i$ skirtingy smailiyju kampy virsuniy iSeinancios pusiaukampiné ir
pusiaukrastiné.

3 teorema. Jeil, ir my, — dvi atkarpos, tenkinancios sqlyga 2my > l,, tuomet egzis-
tuoja statusis trikampis AABC, kurio kampas C yra statusis, atkarpa l, yra kampo A
pusiaukampiné, o atkarpa my — pusiaukrastiné, nubrézta is virsunés B.

Irodymas. Sakykime, kad k = (8m? + 312)/12, ir iSnagrinékime (2) lygtj. Irodysime,
kad su visomis [, ir m; reikSmémis §i lygtis turi sprendinj, esantj intervale [0, 1]. Nag-
rinékime funkcija f(z) = 323 +ka? —4x—4. Akivaizdu, kad f(0) = —4,0 f(1) = k—5.
IS nelygybés 2my, > [, lengvai jrodoma, kad f(1) =k — 5 > 0. IS teoremos apie toly-
dziy funkcijy nulius seka, kad (2) lygtis turi bent vieng sprendinj, tenkinantj salyga
0 < xp < 1. Todél egzistuoja toks smailusis kampas 0 < o < 90°, kad x¢p = cos .
Taigi galima nubrézti sia lygybe tenkinantj smailyjj kampa ZA = a. Tuomet brézia-
me kampo ZA pusiaukampine, joje atidedame atkarpa AL = [,. IS tasko L bréziame
statmenj kuriai nors kampo £ A krastinei, jis kerta to kampo krastines taskuose B ir C'.
Gauname statyji trikampi AABC (LC =~ = 90°) su smailiuoju kampu ZA = « ir
sio kampo pusiaukampine [,. Sakykime, kad Sio trikampio pusiaukrastinés, nubréz-
tos is virsunés B, ilgis lygus m;. Tuomet kampo ZA = « kosinusas cos « tenkina dvi
lygtis

323 + ka? —dx —4=0,
32% + ka? —dx —4 =0, (5)

¢la k = (8m2 + 312)/12 iv k = (8m? + 312)/12. 15 (5) lygybiy gauname, kad k = k,
taigi mp = my. IS ¢ia ir iSplaukia staciojo trikampio, tenkinansio teoremos salygas,
egzistavimas.
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4 teorema. Bendruoju atveju skriestuvu ir liniuote negalima nubrézti trikampio, kai
duotas jo kampas, ir is kity skirtingy virsuniy nubréztos pusiaukampiné bei pusiau-
krastiné.

Irodymas. Isnagrinékime atskira atveji. Tarkime, reikia nubrézti trikampi AABC,
kurio ZC' = v = 90°, I, = V3 ir mp = 3. I§ 3 teoremos seka, kad toks trikampis
egzistuoja. Siuo atveju k = (8m2 +312)/12 = (832 +3-3)/3 = 27. Tuomet (2) lygtis
tampa tokia

32° 4+ 270 — 4 — 4 = 0. (6)

Irodysime, kad (6) lygtis neturi racionaliyjy sprendiniy. Kei¢iame z = y — 3
ir gauname lygti 3y® — 85y + 170 = 0. Akivaizdu, kad uZtenka patikrinti, ar &
lygtis turi racionaliyjy sprendiniy. Sakykime, kad racionalusis skaic¢ius m/n, ¢ia m
ir n — tarpusavyje pirminiai sveikieji skaiéiai, yra Sios lygties sprendinys. Tuomet
yra teisinga lygybé 3m?3 — 85mn? 4+ 170n3 = 0, t.y., lygybé 3m? = 5n2(13m — 34n).
IS jos seka, kad m = 5r, Gia r — sveikasis skai¢ius. I ¢ia gauname, kad 3 - 25173 =
n?(5-13r—34n). Taigi n irgi dalijasi i§ 5. Gavome priestara tvirtinimui, kad trupmena
m/n yra nesuprastinama.

Ankséiau jrodéme, kad trikampis AABC, kuriame v = 90°, I, = /3 ir my = 3
egzistuoja. Sakykime, kad jis nubraizomas skriestuvu ir liniuote. Tuomet skriestuvu
ir liniuote yra nubréc¢iamas kampas ZA = «, kurio kosinusas lygus cos a:: bréziamas
statusis trikampis, kurio jzambiné AB = 1, o statinis AC’" = cosa. Taigi atkarpa,
kurios ilgis lygus cos «, yra nubraiZoma skriestuvu ir liniuote. Bet cosa yra (2) lyg-
ties sprendinys, o Si lygtis neturi racionaliyjy sprendiniy. IS 1 teoremos seka, kad
Sios lygties sprendiniai nenubraizomi skriestuvu ir liniuote. Taigi atkarpa, kurios ilgis
cos «, nenubréziama skriestuvu ir liniuote. Gautoji priestara jrodo teorema.

Parodysime, kad atskirais atvejais skriestuvu ir liniuote galima nubrézti trikampj,
kai zinomas jo kampas ir i$ skirtingy kity kampy virsuniy iSvestos pusiaukampiné ir
pusiaukrastiné. ISnagrinésime uzdavinj:

Uzdavinys. Nubrézkime trikampj AABC, kuriame ZC = ~v = 90°, [, = 1 ir
mp = v/4026/8.

Analizé. Sakykime, kad trikampis AABC nubraiZytas. Tuomet (8m} + 312)/12 =
45/2, o racionalusis skaicius g = 1/2 yra (2) lygties sprendinys. IS ¢ia gauname, kad
a = 60°, 0 i$ (3) ir (4) lygybiy seka, kad a = 1/2007/32 ir b = /3/2.

Brézimas.  Skriestuvu ir liniuote bréziame atkarpas, kuriy ilgiai lygis /3 ir
1/2007/32 ([4, pp. 120-123]; [1, pp. 146-148]). Tada nubréziame statyji trikampj,
kurio statiniai lygiis a = 1/2007/32 ir b = v/3/2. I5 (3) ir (4) lygybiy surandame, kad
lo =10 my =+/4026/8, t.y., nubréztas trikampis tenkina uzdavinio salyga.

Pastebékime, kad 3 teoremos salygoje duota nelygybé 2my, > [, yra ne tik pakan-
kama staciojo trikampio egzistavimo salyga, bet ir butina. IS tikruju, is (2) isplaukia,
kad staciojo trikampio (1 pav.) pusiaukampinei teisinga lygybé

b o b bv2 V2b2e

cos § \/1+C205a N \/1_’_% Vbt e
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o i§ Pitagoro teoremos jo pusiaukrastinei — lygybé 2my, = v/4a2 + b2. Bet a® = ¢ —b?,
taigi 2mp = v4c? — 3b%. Kadangi ¢ > b, tai

(b+c)((2mp)* = 12) = (b+c)(4c® — 3b%) — 2b°¢c
= 4bc? — 33 + 4¢® — 3b%c — 2b%c
= 8bc? + 3b%c + 4 — 8b%c — 3b% — 4bc?
= (c— b)(8bc + 3b> + 4¢*) > 0.

Todél 2my, — I, > 0 arba 2my > [,.
Autoriai palieka skaitytojams savarankiskai issiaiskinti, ar nelygybé 2m; > [, yra
butina ir pakankama bet kurio trikampio (nebutinai staciojo) egzistavimo salyga.
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SUMMARY
On the insolubility of one drawing problem II
J. Kirjackis, G. Melnichenko and E. Mazetis

It is shown in the article that, in general, it is not possible to draw a triangle using a compass and a
straightedge given an angle and a bisector and a median drawn from the vertices of another different
angles. It is shown in which particular cases a triangle can be drawn.

Keywords: triange, median, bisector, drawing with compass and straightedge, cubic equation.
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