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Santrauka. Straipsnyje aptariama, kuo skiriasi matematinis uzdavinys, programavimo uz-
davinys ir galvosukis. Pateikiamas nagrinéjamo matematinio uzdavinio detalus sprendimas.

Raktiniai Zodziai: galvosukis, sudoku, kakuro, matematinis uzdavinys, programavimo uzdavinys.

Pries kurj laika internete buvo aptariamas musy kolegos matematiko Dainiaus
Dzindzalietos sugalvotas uzdavinys (zr. [1, 2]).

Tarkime, kad STAU, LIAI ir JEGA yra keturZenkliai skaiciai, tenkinantys lygybe

STAU
+ LIAI (1)
JEGA

Skirtingos raidés Zymi skirtingus skaitmenis, vienodos raidés Zymi vienodus skait-
menis. Raskite maziausiq ir didZiausig galimg sumos J + E 4+ G + A reiksme.

ISoriskai panasiy uzdaviniy nereta pamatyti net ir nematematiniy zurnaly galvosu-
kiy skyriuose. Tiesa, ten uzdavinys dazniausiai turi vienintelj sprendinj, ir tai padeda
apciuopti atsakyma. Cia gi siuilomoji ,lygtis“ turi net 136 sprendinius — juos visus
Hisguldyti“ galima tik kompiuteriu. Visas uzdavinio jdomumas — ne rasti kokj nors
sprendinj, o ,didZiausia® ir ,maziausiag“ sprendinj (sprendinio ,,didumas* matuojamas
sumos J+E+G+A reiksme). Tada uzdavinys tampa nebe galvostkiu, o matematiniu
uzdaviniu. Nebekalbant apie matematiska formuluote, — rasti maziausia ir didziausia
sumos reik§me — uzdavinj be matematikos (ar be kompiuterio) iSspresti sunku.

Atskirti galvosukj nuo matematinio uzdavinio daznokai nejmanoma. Tiesa, spren-
dziant matematinj uzdavinj reikia bent jau mokeéti sudéti, atimti, dauginti, dalyti ir
kity matematikos Ziniy. Zinoma, visur reikia moketi logiskai samprotauti, — matema-
tika ir logika visada persipynusios (sakoma, kad logika — matematikos dalis, o galima
sakyti ir atvirksciai, matematika — logikos dalis). Naturalu, kartais neapsivers lie-
zuvis klausima, kiek nuliy turi 100!, pavadinti galvosukiu, o Sarada ar viena raide
besiskirianc¢iy zodziy eilute pavadinti matematiniu uzdaviniu.

Pavyzdziu priminsime, kas yra zodziy eiluté.

Atspékite 4 ZodzZius: pirmas Zodis susijes su linininkyste; is jo, pakeitus vieng
raide, gaunamas antras Zodis, susijes su pienininkyste; is antro, pakeitus vieng raide,


http://www.mii.lt/LMR/
mailto:juozas.macys@mii.vu.lt, jurgis.susinskas@mii.vu.lt

Galvosukis ar matematinis uzdavinys? 95

gaunamas trecias Zodis, susijes su yvelnianinkyste“; is trecio, pakeitus vieng raide,
gaunamas ketvirtas Zodis, susijes su arklininkyste.

Nenuogastaukite — visi zodziai puikiai kiekvienam zinomi. Linkime sékmes!

Ir jau visai kitas reikalas, jeigu kalbame apie sudoku ar kakuro uzdavinius — ¢ia
kartais reikia ir neprastos matematikos (7zr. [3, 4]; beje, musy uzdavinio sprendimas
susiSaukia su kakuro uzdaviniais).

Nagrinéjamasis matematikos uzdavinys puikiai tinka platesniam skaitytojy ratui,
bet nelabai tinka mokyklai ar olimpiadai (Siauliq olimpiadoje buvo duotas labai su-
paprastintas uzdavinio variantas). Béda ¢ia, kad galima sugaisti daug laiko ir vistiek
jo neiSspresti. Minétame Delfi straipsnyje [1] ir straipsnio komentare [2] pademonst-
ruota tik, kaip jsitikinti, kad didziausia reiksmé ne didesné uz 29, o maziausia reikSmé
ne mazesné uz 11 (zinoma, pateikti ten skaiciy pavyzdziai tada jrodo, kad didZiausia
sumos reiksmeé yra 29, o maziausia 11). Musy tikslas — parodyti, kad atitinkamus
pavyzdzius rasti taip pat galima ne spéliojant, o matematiskai samprotaujant. Kad
tie pavyzdziai nepakibty ore, pateikiame ir minéty teiginiy jrodymus. Cia mes re-
miamés uzdavinio autoriaus sprendimu, ir pateiktasis variantas skiriasi tik kai kuriais
niuansais.

Ivadinés pastabos

Pries pradédami spresti, padarysime kelias pastabas. Matematikoje vartojamos ,lo-
tyniskos® raidés, todél spreesdami S kei¢iame i S, o B — j E. Raidé I vartoti labai
nepatogi — ji per daug panasi i ,mazaja 1“ ir skaitmenj 1 (panasiai raidé O beveik
nevartojama dél panasumo j nulj, tik mums ¢ia jos neprireiké). Todél raide I kei¢iame
i T. (Zinoma, tai daroma tik sprendziant — $iaip jau salyga puiki: ¢a ir uzdavinio
autoriui brangitis Siauliai, ir jaunimo mégstamas Zodelis. )

Musy lygtis tampa tokia:

ST AU
+ LTAT (2)
JEGA

Is pradziy j ja idémiai pasiziurékime. Dar nekalbant apie konkretybes, aisku, kad
S, L, J nelygus 0 — juk salygoje pasakyta, kad visi salygos skaiciai keturzenkliai.
Nelygus nuliui ir U — jei U = 0, tai buty 7" = A, o pagal salyga raidziu reikSmeés
skiriasi. Panasiai T' # 0: jei T = 0, tai buty U = A, — prieStara. Taip pat (remiantis
sudéties stulpeliu taisyklémis) aiskus sarysiai J > S+ L, S <8, J >3, A=U+T
arba A = U 4+ T — 10; minétais faktais kartais remsimés nebeperspéje.

Dabar tarkime, kad radome kokj nors (2) lygties sprendinj, pavyzdziui,

1792
+ 4797 (3)
6589

kuris formaliai uzrasomas taip:
(A7 E’ G, L, J’ S’ T7 U) = (9’ 57 8’ 47 6’ 17 7’ 2)'
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Jeigu (3) lygybéje sukeisime vietomis 1 ir 4, turésime dar viena sprendinj:

4792
+ 1797
6589

kuris uzrasomas jau kitaip:
(A7 E, G, L, J’ S’ T7 U) = (9’ 57 8’ 17 6’ 47 7’ 2)'

Matome, kad kiekvienas sprendinys turi pora, o tai reiskia, kad (2) lygties sprendiniy
skaiCius bus lyginis, didziausiy sprendiniy (t.y. kai suma J + E + G + A didZiausia)
taip pat bus lyginis, maziausiy sprendiniy skaicius lyginis. Ir dar viena svarbi pastaba:
ieSkodami sprendiniy, laikysime (ir to kartais nebepriminsime), kad S > L (prieSingu
atveju S ir L buty galima sukeisti vietomis ir pervadinti j L ir .59). Zinoma, suradus
sprendinius, kuriuose S > L, reikia neuzmirsti, kad jie turi ,dvynius“, taigi rastaji
sprendiniy skaiciy reikés padvigubinti.

DidzZiausia sumos reikSmeé

Skaitmenys J, E, G, A yra skirtingi, todél J+ F+ G+ A <9+ 8+ 7+ 6 = 30. Taigi
jau zinome, kad didziausia sumos X = J + E + G + A reikSmé tikrai ne didesné
uz 30. O gal ji negali buti lygi 307 Pasirodo, kad is tikryjy X' visada mazesné uz 30.
Irodysime tai priestaros metodu.

Tarkime, kad radome sprendinj, kur X' = 30. Tada {J, E,G, A} = {6,7,8,9} (t.y.,
raidés J, E, G, A turi reikSmes 6,7, 8,9 kuria nors tvarka). Vadinasi, visy kity raidziy
reikSmeés ne didesnés uz 5. IS (2) sudéties trecio stulpelio matome, kad A > 8 (kitaip
bus G < 6). I8 antro stulpelio T € {3,4} (kitaip buty E < 6).

Jeigu A =8,tai G =6, U + T = 8. Kadangi U # T, tai suma 8 galima sudaryti
tik i$ démeny 5 ir 3. Vadinasi, T = 3, U = 5. IS antro stulpelio £ = 2T + 1 =7,
o raidei J liko reiksmé J = 9. Bet reikSmeé 5 jau uzimta, todél J = S+L <443 =7, —
priestara.

Jeigu A =9, tai U +T = 9. Suma 9 dabar galima sudaryti tik iS démeny 5 ir 4.
Vadinasi T'= 4, E =9, — priestara (reikSme 9 jau uzéme A).

Taigi jrodéme, kad X < 29. Teskime tyrima, — o gal ir X' = 29 buti negali?
O jeigu gali, tai dar geriau, — rasime tuos sprendinius. Todél tarkime, kad X =
J+ E+ G+ A=29. Tai reigkia, kad {J, E,G, A} = {5,7,8,9}, o kitos raideés jgyja
reikSmes i$ aibés {0,1,2,3,4,6}.

Is (2) lygties antro stulpelio T € {2,3,4} (kitaip buty E < 5). Paskutiniame
stulpelyje U + T # 10, nes tada buty A = 0, — priestara. Vadinasi, U + T < 9,
vienetas i$ ketvirto stulpelio | trecia nepereina, G lyginis, todél G = 8 (o J, E, A
nelyginiai). Vadinasi, A =9 =U+T. Bet T < 4, todél U > 5, t.y. U = 6, tada
T=3:

5396
+ L393
JE89
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IS antro stulpelio F = 7, raidei J i$ aibés {5,7,8,9} liko reiksmé J = 5. Kadangi
3 jau uzimtas, tai S = 4, L = 1 (arba dvyniui S = 1, L = 4). Gavome du sprendinius:

4396 1396
+ 1393 ir  + 4393 (4)
5789 5789

Maziausia sumos reiksmeé

Sumos X = J+ F+ G+ A skaiciai skirtingi, todél is karto aisku, kad J+ EF+G+ A >
0+1+243 = 6. Bet cia pat kyla mintis, kad jeigu sioje sumoje démeny buty daugiau,
tai ir apatinj rézj gautume didesnj. Ir is tikryjy, J kartais lygi sumai S+ L, o kartais,
kai prisideda vienetas mintyje, net didesné ir lygi S + L + 1. Vadinasi,

Y=J+E+G+AZ2S+L+E+G+ A

Démenys ¢ia taip pat skirtingi, todél visada X >0+ 1+2+3+4=10,0kai T > 5,
tai net

Y=8+4L+14FE+G+A=(S+L+FE+G+A)+1>0+14+2+3+4)+1=11.

Pasiziurékime, kas atsitiks, jei T < 4. Dar kartg padidinkime démeny skaiciy.
Kadangi £ > T + T, tai

Y284 L+T+T+G+A=(S+L+T+G+A)+T.

Skliaustai duoda mums maziausiai 10, bet dar turime démenj 7". Jau minéjome, kad
T # 0 (tada buty U = A), vadinasi, ir atveju T' < 4 taip pat X' > 11.

Suziba viltis, kad 11 ir yra maziausia galima X reiksmé. Lieka tik surasti atitin-
kama sprendinj. Nagrinékime pacia lygybe J + E + G + A = 11. Uzrasyti 11 kaip
keturiy skirtingy démeny suma galima Sesiais budais:

11=0+14+24+8=04+14+3+7=0+1+4+6
=04+24+34+6=0+2+4+5=1+2+3+05.

Tirkime atveji {J, E,G, A} = {1,2,3,5}. Nei S, nei L Siai aibei nepriklauso, jos
ne nuliai, taigi S > 4, L > 4, o ju suma J > 8, — priestara (J turi priklausyti aibei
{1,2,3,5}).

Imkime atveji {J, E,G, A} = {0,1,2,8}. Kadangi S > 3, L > 3, tai J > 6, o tai
reiSkia, kad J = 8. Vadinasi, S = 5, L = 3 (kitoki démenys per dideli; primename,
kad S > L):

5T AU
+ 3TAT
S8EGA

Kadangi vienetas is antro stulpelio j pirma nepereina, tai 7' < 5, t.y. T = 3 arba
T = 4. Bet tada E = 6 (nejeina j aibe {0,1,2,8}, — priestara) arba E = 8 (8 jau
uzimtas, — priestara). Sprendiniy negavome.

Atéjo eile atvejui {J, E,G, A} = {0,1,3,7} (tada kitos raidés jgyja reikSmes is
aibeés {2,4,5,6,8,9}). Kadangi L > 2, S > 2, tai J > L+ S > 4, vadinasi, J = 7.
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Todél L = 2 (jei L > 4, tai pagal musy susitarima S > 4, ir L+ S > 8, J > 8, —
priestara). Kadangi dabar A < 3, tai | antra stulpelj vienetas neateina, ir E' lyginis,
t.y. E=0. Vadinasi, T =5,0 5 = 4:

45AU
+ 2545
T0GA

Skai¢iams A ir G liko reiksmeés {1,3}. Bet jeigu A = 3, tai i$ trecio stulpelio G # 1,
taigi A=1, G =3, o tada U = 6:

4516
+ 2515 (5)
7031

Sis sprendinys (taip pat ir jo dvynys — sukeiskite 2 ir 4) jrodo, kad maziausia
galima sumos X reik§meé yra 11. Patikrine likusius aibiy atvejus {0, 1,4, 6}, {0, 2, 3,6},
{0,2,4, 5}, panasiai jsitikinsime, kad daugiau sprendiniy (kai X' = 11) néra. Dél vietos
stokos to nebedarome, ir §j malony uzsiémima paliekame skaitytojui.

Taigi mes ne tik radome du sprendinius ((5) ir jo dvynj), jrodancius, kad maziausia
sumos J + E + G + A reiksme yra 11, bet ir jrodéme, kad tokiy sprendiniy daugiau
néra. Panasiai ne tik radome du sprendinius (4), jrodancius, kad didziausia sumos
J + E + G + A reikdmé yra 29, bet ir jrodéme, kad tokiy sprendiniy daugiau néra.

Literatura
te: http://www.delfi.lt /archive/.article.php?id=69563420.
[2] D. Dzindzalieta. Astuntoky uzdavinio komentarai. Rankrastis, 2016.
[3] Adresas internete: https://en.wikipedia.org/wiki/Sudoku.
[4] Adresas internete: https://en.wikipedia.org/wiki/Kakuro.

SUMMARY
A puzzle or mathematical problem?
J.J.Macys, J.Susinskas

In the paper it is illustrated by some examples the difference between a mathematical problem,
computer problem and puzzle. It is given detailed solution of the mathematical problem considered.

Keywords: puzzle, sudoku, kakuro, mathematical problem, computer problem.
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