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Santrauka. Straipsnyje gautos biitinos ir pakankamos salygos, kad egzistuoty vienintelis
statusis trikampis, kai duota jo pusiaukrastiné ir pusiaukampiné.

Raktiniai zodziai: statusis trikampis, pusiaukrastiné, pusiaukampiné, kubiné lygtis.

Ivadas

Trikampio egzistavimo jrodymas, kai zinomi jo elementai, daznai yra sunkus uzdavi-
nys. Pavyzdziui, trikampio egzistavimo problema, kai duotos trys jo pusiaukampinés,
turi ilga istorija. Pirmasis §j uzdavinj mokslingje spaudoje suformulavo ir bandé jj
spresti prancuzy matematikas Anri Brokaras 1875 metais [6, 3]. Tik 1994 metais
buvo paskelbtas uzdavinio sprendimas [6], kuris remiasi Brauerio teoremos apie in-
variantinj tagks taikymu. Sio straipsnio autoriai, sickdami trikampio egzistavimo
problema isdéstyti elementariosios matematikos priemonémis, apsiriboja staciojo tri-
kampio egzistavimo jrodymu, kai yra zinomos jo pusiaukampiné ir pusiaukrastiné,
t. y., sprendziamas trikampio egzistavimo klausimas, kai duoti trys jo elementai — 90°
kampas, pusiaukampiné ir pusiaukrastiné.

Staciojo trikampio egzistavimo, kai duota pusiaukampiné ir pusiaukrastiné, prob-
lema iSskaidysime } tris uzdavinius: 1) kada statusis trikampis apibréziamas Siais
elementais (t.y., ar egzistuoja bent vienas uzdavinio sprendinys), 2) jei uzdavinio
sprendinys egzistuoja, tai ar jis vienintelis (t.y., ar trikampis vienareik§miskai nusta-
tomas Siais elementais) ir 3) ar galima trikampj, jei jis egzistuoja, nubrézti skriestuvu
ir liniuote.

Pastebékime, kad tokie tyrinéjimai gali buti matematika besidomin¢iy mokiniy
kurybiniy ar projektiniy darby dalis.
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1 pav.

1 Stacdiojo trikampio egzistavimas, kai zinoma pusiaukampiné
ir pusiaukrastiné, nubréztos iS vienos virsunés

1 teorema. Sakykime, kad l, ir mq — dvi duotos atkarpos. Statusis trikampis ABC
kuriame pusiaukampiné ir pusiaukrasting, iseinancios is virsunés A, yra lygios duo-
tosioms atkarpoms l, ir mga (1 pav.) egzistuoja tada ir tik tada, kai teisinga nelygybé
mg > lg. Be to, toks statusis trikampis nustatomas vienareiksmiskai ir bendruoju
atveju jo megalima nubrézti skriestuvu ir liniuote.

Irodymas. Visy pirma jrodysime salygos m, > l, pakankamuma. Darbe [4] jrodyta,
kad staciojo trikampio smailiojo kampo « kosinusas x = cos a yra lygties

32° —ka® +x+1=0 (1)

sprendinys, ¢ia k = (8m2 — 312)/1,°.

Iinagrinékime funkcija f(z) = 32 — k2? + z + 1. Kadangi m, > l,, tai k > 5.
Akivaizdu, kad f(1) = 5—k < 0, o f(0) = 1 > 0, todél i§ teoremos apie toly-
dziosios funkcijos nulius isplaukia, kad (1) lygtis turi bent viena sprendinj intervale
0 < z1 < 1. Taigi egzistuoja kampo «a reikSme, esanti intervale 0 < o < 90° tokia, kad
x1 = cosa. Zinodami smailyjj kampa ZA = a, skriestuvu ir liniuote atlickame tokias
konstrukcijas: nubraizome kampa ZA, nubréziame jo pusiaukampine, joje atidedame
atkarpa AL = l,; is tasko L |} viena i$ kampo krastiniy nuleidziame statmenj LC ir
pratesiame jj iki susikirtimo su kita kampo krastine taske B. Gavome trikampj ABC'
(1 pav.), kurio ZC' = 90°, smailusis kampas ZA = «, 0 i$ jo virSuneés iSeinanti pusiau-
kampiné lygi [,. Sakykime, kad m, nubréztojo trikampio pusiaukrastiné, nubrézta is
virsiines A, o k = (8m2 — 312)/1,°. Pagal [4] straipsnio 2 teorema reiskinys = = cos
tenkina lygtj

32° —ka? +x+1=0 (2)

Atéme (1) lygti i$ (2) lygties randame, kad k = k. Tuomet m, = m,, taigi staciojo
trikampio AABC egzistavimas, kai duota [, ir mg, 0 mg > [, irodytas.

Salygos m, > [, butinumas isplaukia i$ to, kad si nelygybeé yra teisinga bet kuriam
nelygiasoniam trikampiui Tikrai, jei i$ bet kurio trikampio ABC' virsunés A nubréztos
aukstine AH, pusiaukampiné AD ir pusiaukrastine AM, tai taskas D yra atkarpoje
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HM, taigi AH < AD < AM. Sia nelygybe galima jrodyti ir algebriniu buidu, nes
trikampio pusiaukrastinei ir pusiaukampinei teisingos lygybés

1 1 be((b+¢)? — a?)
2 2, 2 2 2
— (b - 2= 20T —a)
m; 2( +c) 1% a (EE
I$ trikampio nelygybés gauname, kad a/(b+ ¢) < 1, taigi

5, oy Lo be((b+¢)? —d?)
(b +C)*Za 7([)—}——0)2

1 1 2p
:§(b2+02)——a2—bc+ 4

1
2712:_
Ma ™% =3 1 (b+c)2

a

— %(bfc)Z - iﬁ[(bch)Q — 4dbc] = i(bc)Q[Q <$)2} > 0.

IS ¢ia isplaukia, kad nelygybé m, > [, teisinga bet kuriam nelygiasoniam trikampiui.

Irodysime tokio staciojo trikampio vienatj. Kai k& > 5 turime, kad f(—1) =
—1—k<0,0 f(0) =1> 0. Pagal teorema apie tolydzios funkcijos nulius, (1) lygtis
turi antraji sprendini —1 < xo < 0. Jei x3 — treciasis (1) lygties sprendinys, tai
pagal Vijeto teorema turime 1/3 = —zjxax3. Kadangi 21 > 0, 22 < 0, tai 23 > 0.
I8 lygybés f'(x) = 92° — 2kax? + 1 iSplaukia, kad funkcija f(z) igyja maksimuma
taske Tmax = (K — k2 —=9)/9, (be to, f(Zmax) > 0 ) ir minimuma taske xpyi, =
(k+ v/k?>—9)/9, (be to, f(zmin) < 0). Kadangi k¥ > 5, tai nesunkiai gauname,
kad @i, > 1. Taigi funkcija f(x) yra didéjanti intervale (Zmin, +00) ir kerta Oz asj
intervalo (1,+00) taske, t.y., 3 > 1. Todél intervale (0,1) (1) lygtis turi vienintelj
sprendinj x1 = cos «, kuris nustato vienintelj smailyjj kampa ZA = «. Taigi statinis
b = l, cos(a/2) nustatomas vienareiksmiskai, todél ir statusis trikampis nustatomas
vienareiksmiskai.

Kad statusis trikampis, kurio zinoma pusiaukrastiné ir pusiaukampiné, nubréztos
i vienos smailiojo kampo virsunés, nenubraizomas skriestuvu ir liniuote, jrodyta [4]

darbe.

2 Staciojo trikampio egzistavimas, kai zinoma pusiaukrastiné
ir pusiaukampiné, nubréztos is skirtingy virsuniy

2 teorema. Sakykime, kad l, ir m, — duotosios atkarpos. Statusis trikampis ABC
(2 pav.), kurio pusiaukampiné, nubrézta i virsunés A, lygi l,, o pusiaukrastiné, nu-
brézta is virsunés B lygi my, egzistuoja tada ir tik tada, kai 2my > l,. Toks statusis
trikampis yra vienintelis ir bendru atveju nenubraizomas skriestuvu ir liniuote.

Irodymas. Salygos 2my, > [, butinumas ir pakankamumas yra jrodyti [5] darbe. Pa-
stebékime, kad salyga 2m; > [, yra teisinga staciajame trikampyje, bet kuriam tri-
kampiui gali buti neteisinga. Skaitytojui patariame sukonstruoti atitinkama pavyzdj.

Irodysime staciojo trikampio, tenkinancio nurodytas salygas, vienatj. [5] straips-
nyje irodyta, kad staciojo trikampio smailiojo kampo kosinusas = = cos « yra lygties

323 +ka? —dx —4=0 (3)

sprendinys, ¢a k = (8m? + 312)/1,°.
Nagrinekime funkcija f(z) = 323+ kx? —4x—4. Kadangi 2my, > [, tai k > 5, todél
f(1) = k=5 > 0. I$ teoremos apie tolydziosios funkcijos nulius gauname, kad (3) lygtis
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2 pav.

turi bent viena sprendinj 0 < x1 < 1, t.y., z; = cosa. Taigi gauname smailyjj kampa
/A = «, tuomet konstruojame statyji trikampj su duotosiomis atkarpomis [, ir m,
(smulkiau galima rasti [5]). Kadangi k > 5, tai f(—1) = —3 + k. Kadangi f(0) =
—4 < 0, tai i$ teoremos apie tolydziosios funkcijos nulius iSplaukia, kad (3) lygtis
turi antrajj sprendinj —1 < z9 < 0. Sakykime, kad treciasis (3) lygties sprendinys
yra x3, todél pagal Vijeto teorema —4/3 = —xj20w5. IS ¢la gauname, kad x5 < 0,
nes x1 > 0 ir 2o < 0. Taigi intervale (0,1) (3) lygtis turi tik vieng sprendinj =1 =
cos «v, apibréziantj vienintelj stac¢iojo trikampio smailyjj kampa ZA = a.Todél statinis
b =l cos(a/2) surandamas vienareikSmiskai, taigi ir statusis trikampis nustatomas
vienareikSmiskai.

Bendruoju atveju staciojo trikampio, kai duota pusiaukampiné ir pusiaukrasti-
né, nubréztos is skirtingy smailiyjy kampy virsuniy, nubreézti skriestuvu ir liniuote
negalima, tai jrodyta [5] darbe.

3 Staciojo trikampio egzistavimas, kai zinoma smailiojo kam-
po pusiaukampiné ir pusiaukrastiné, nubrézta is staciojo
kampo virsunés

3 teorema. Sakykime, kad l, ir m. — dvi duotosios atkarpos. Statusis trikampis, ku-

riame smailiojo kampo A pusiaukampiné lygi l,, o i§ staciojo kampo virsunés nubrézta

pusiaukrastiné lygi m. (3 pav.) egzistuoja tada ir tik tada, kai 2m. > l,. Toks statusis
trikampis yra vienintelis ir jis nubraiZomas skriestuvu ir liniuote.

Irodymas. Sakykime, kad staciojo trikampio ABC smailiojo kampo A pusiaukampiné
lygi l4, o iS staciojo kampo virsunés nubrézta pusiaukrastiné lygi m.. Tada ¢ = 2m,,

1 b b am.
b=1,cos =1, 7“080‘1&\/—“@\/; Me (4)
5 ~ e\ T 9% A,

Taigi statinio b ilgis yra kvadratinés lygties 4m.b* — [2b — 2m. > = 0 sprendinys.
Kadangi Sios lygties diskriminantas D = Vb2 —4dac = /I2 +32m2(2 > 2, tai &
lygtis turi viena teigiama sprendinj Taigi statinio b ilgis lygus

b 12+ 1,+/12 + 32m?2 5)

8me
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3 pav.

Dabar beliko nubrézti statyjj trikampj, kai duota jo jzambiné ir statinis. IS Pitagoro
teoremos turime, kad

a:\/CQ—bQZ\/Zlmgbe. (6)

Is (5) ir (6) lygybiu iSplaukia salygos 2m,. > [, pakankamumas. IS (6) lygybes
gauname nelygybe 2m. —b > 0, o, atsizvelge i (5) lygybe, i§ ¢ia gauname, kad §i nely-
gybeé teisinga tik kai 2m, > l,. Skriestuvu ir liniuote braizome atkarpa /{2 4+ 32m2
(7r. [1], p. 120-123; [2], p. 146-148), po to bréziame atkarpa b, tenkinancia (5) lygybe,
o galiausiai nubraizome statyjj trikampj, kai duota statinis b ir jzambiné ¢ = 2m..
IS cia isplaukia, kad is staciojo kampo virsunés nubrézta pusiaukrastineé lygi me, o is
(4) ir (5) lygybiu gauname, kad kampo A pusiaukampiné lygi [,. Taigi nubréztas
trikampis tenkina teoremos salygas.

Salygos 2m. > l,, butinumas iSplaukia i$ nelygybeés cos(a/2) > cosa ir lygybiu
cosaw = b/2m, ir cos(a/2) = b/l,.

Kadangi trikampio statiniai ¢ ir b (5) ir (6) lygybémis nustatomi vienareiksmiskai,
tai pagal pirmajj trikampiy lygumo pozymj egzistuoja vienintelis statusis trikampis,
tenkinantis teoremos salygas.

4 Baigiamosios pastabos

Nagrinéjant staciojo trikampio egzistavimo ir vienaties, kai duota staciojo trikampio
pusiaukampiné ir pusiaukrastine, uzdavinj, dar liko iStirti Siuos atvejus: 1) kai duota
staciojo kampo pusiaukampiné ir pusiaukrastiné, nubrézta is smailiojo kampo virsunés
ir 2) pusiaukampiné ir pusiaukrastiné, nubréztos i$ staciojo kampo virsunés. Sie
uzdaviniai bus nagrinéjami kituose straipsniuose. Be to, 1 ir 2 teoremy jrodymai yra
algebriniai, todél naturalu rasti Siy teoremy geometrinius jrodymus. Be to, idomu
buty gauti butinas ir pakankamas salygas, kurias turi tenkinti bet kurio trikampio
pusiaukrastiné ir pusiaukampiné, t.y., kai ZC' # 90°.
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SUMMARY

On the problem of the existence and uniqueness of right triangles
J. Kirjackis, G. Melnichenko, E. Mazétis

In the article necessary and sufficient conditions for existence and uniqueness of a right triangle with
given bisector and median are established.

Keywords: Right triangle, median, bisector, cubic equation.
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