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Santrauka. Darbe nagrinéjamas stygos svyravimy netiesinis matematinis modelis su pe-
riodiniais pagal erdvinj kintamajj koeficientais. Taikant dviejy masteliy ir vidurkinimo pagal
charakteristikas technika, konstruojamas neturintis sekuliariyjuy nariy asimptotinis skleidi-
nys.

Raktiniai zodziai: asimptotiniai metodai, vidurkinimas, netiesinés bangos, rezonansai.

1 Uzdavinio formulavimas
Darbe nagrinéjamas silpnai netiesiniy bangy modelis:

or; = Orj Tox — Tg of T2 —Tia (&,
il Rl R (L B T Ay 1
5% < oo 5( 5 acos(wac)) € ( 5 ( 1 o (wz) ] ), (1)

ji=1,2 0<e< 1.

Prie tokio pavidalo uzdavinio gali buti pertvarkyta netiesinés stygos svyravimy
lygtis, taikant maZojo parametro metoda [2] ir paliekant lygtyje eiles O(e) ir O(g?)
narius [2]. Taikymuose, tai sudaro dvieju vienmaciy netiesiskai saveikaujanciy lauky
sistema. Priklausomai nuo parametro w ir nuo pradiniy salygu, sistemoje (1) gali
atsirasti kombinaciniai rezonansai. Sio tyrimo objektas yra atvejis, kai sistema neturi
rezonansy, jei atmesti eilés O(e?) narius, tac¢iau juos paliekant, rezonansai atsiranda
(mes tokius rezonansus vadiname silpnaisiais).

2 Suvidurkinta sistema

Tolygiai tinkama ilgajame laiko intervale ¢t € [0,0(e71)] (1) uzdavinio asimptotinj
sprendinj

Tj(t,l';zf) :V}O(T7yj)+5(WJ’1(T71‘7y1)y2)+‘/j1(7-5yj)) +O(52)7 .7 = 1)2 (2)
konstruojame spresdami suvidurkintaja pagal charakteristikas sistema [1].

Cia 7 = et — létasis laikas, y; = © — ¢, yo = x + t — greitieji charakteristiniai
kintamieji, y = (y1,y2). Vidurkinimo pagal charakteristikas operatoriai apibréziami
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taip:
r=y+t
<f(T:cy = lim —/ flrz,y1,y2) | vi=wn dt,
T—oo T
| Y2 =y1+2t |
[ 2=y —t ]
<f(T:cy = lim —/ flryz,y1,y2) | y1=y2— 2t | dt.
T—oo T
L Y2 = Y2

Funkcijy le(T, x, Y1, y2) iSvestinés pagal ¢ ir z yra tokios:

oW __ow) ewl  owl _ow) o]

ot oY1 Oy’ ox Oy dya
Funkcijos r;(7,y;) iSvestine pagal ¢, kai 7 = ¢t, y; =z F t:

; ove vy owl oW} oWl ovl ovl
orj _ e RIS bt Bt BETPSaas RS bk B B J 1)

ot c ar 0y; ar oY1 Ys or 0y;
Funkcijos r;(7,y;) iSvestiné pagal x:
ary _ GVjO . Gle N 8Wj1 N 8Wj1 N Gle =1
or  Jy; Ox dyp  Oy2  0Oy;

Tada gauname:

or, or, VO oWl /oWl ow} V!
—i—J: J 2 J J 2 J 2 J i =1.2.
ot “ox “or o T\ Taw Ttap, )t e 70

Irasome gautus reiSkinius i (1) sistema ir surenkame sistemos koeficientus prie
vienody ¢ laipsniy:

vy  owl oW} o (OWL oVt
92 s
E( or + ox ¥ dys te or + or

(B2 ) (3 20)

+ <( v Wy — W) + (a_v; - %)) (4acos(x))>, (3)

Gyg Gyl

cia
g OV owp owy
v Jj a.’L' + ayl + ayQ ? J =14

Asimptotinio skleidinio narys VjO(T, y;) randamas sprendziant suvidurkinta siste-

ma
vy ovy vy
—L = (F% = -2 L j =
50 (F; >j < (8y2 m )acos(wac)>j, j=12. 4)
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Paminékime vidurkinimo operatoriy savybes. Kai m,k € N ir m = 2k turime:

(cos(max) sin(kysa)),
— % cos (m(y1 + s)) sin (k(yl 4 25))d5
= i " sin ((m + k)yy + (m + 2k)s) — sin ((m — k)yr + (m — 2k)s)ds

1
=—3 sin(kyi).
Panasiai gauname:
1
( cos(ma) cos(kya)), = 5 cos(kyr),

1
| = —5co8 (ky1),

<sm ma) sin(kys2) >
)2 =

<cos ma) sin(ky1

1
2= "5 sin(kys2), (5)

<cos(mx) cos(ky1)>2 = % cos(kyz),

(sin(mz) sin(ky1)>2 = f% cos(kys).

Visais kitais atvejais, t.y. kai m # 2k turésime nulj.

3

Pavyzdys

Tarkime, kad (1) sistemoje w = 1, « =1 ir r1 (0, z;¢) = sin(z), r2(0,z;¢) = 0.

Tada i§ (4) sistemos gauname V(7,41) = siny1, Vo (7,92) = 0, ir norint sukonst-

ruoti asimptotinio skleidinio (2) antraji narj reikia rasti funkcijas le (1y2,91,Yy2) ir
V;‘l (Ta yj)'

Funkcijos le(T, x, Y1, y2) surandamos iSsprendus sistema:
vy owi oW}
L L _ o9

8_‘/20 - 8_‘/10 a cos(z)
or | Oz dys dy2  On ’

1
2
0 1 1 0 0
ovf oW, oW; %((aVQ oV )acos(x))_

or Ox oy

0y oy

Pritaikius (4) formule, kai j = 1,2:

vy ovp ovy ovy  ovy
0 2 . J 0 2 oW
F’ = << 902 O )acos(z)) ir == (F; >j = < <8y2 i >o¢cos(wz)>j,

J

gauname
owi oW}
FO 1 1 FO
L T P (7)
owy oW}
F)), + =2 +2—2 =Fj.
< J>2+ Ox + ayl 2
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Taigi perrasome (6), (7) ir gauname

oWl oW}
Fo— L

= 0 _ ( Oy
Oz e j = () >j
vy oV
= % cos(wx)ii(ﬂ(;; v2) % cos(wx) 718(;1, v
o aVYQO (Ta y2) a a‘/10 (Ta yl) > .
— ( — cos(wr) ——=——= + — cos(wx) ————— ) , =1,2.
< 2 (we) Y2 2 (we) oy j J
Kadangi nagrinéjamu nerezonansiniu atveju (F}); = 0, V5 = 0, turime
an 6W1 o avo(T )
Ly _J — 09— _2 DI =12,
o T s J cos(wz) oy J 5

Kadangi V! = siny; ir a = 1, tai gauname

oWl _ow} 1 ,
5 T 2ay3_j = —gcos(@)cos(yr),  Wily;u595) =0, j=12

(10) sistemos sprendinj Wi (7, x, 41, y2) uZrasome is karto:

1 1
Wl = -5 sin(z) cos(y1) + 1 sin(2y1),

(8)

(10)

o Wi(r,z,y1,y2) sprendinio ieSkosime sprendziant (10) sistemos antraja lygti neapi-

bréztuju koeficientu metodu:

Wy = Agesin(z) cos(y1) + Aee cos(z) cos(y1) + +Aes cos(z) sin(yy)
+ Ags sin(x) sin(y1) + ©(y2).

Turime
(Ace — 24s5) sin(z) cos(y1) + (2Ace — Ass) cos(x) sin(y1)
— (Age + 2A.5) cos(z) cos(yr) + (24sc + Aes) sin(z) sin(y )
- 7% cos(x) cos(y1).
Is cia

1
Ace =245 = 0, 240 — Ass = 0, Age +2Acs = 53 2A5c + Aes = 0.

Turime 1 1
Ace = Ass =0, Ase=—=, Aes= 3.
6 3
Gauname
. 1. 1 .
W3 = & sin(e) cos(yn) + 5 cos(e) sin(yn) + ¢(y2).

o(y2) = %Sin(yz) cos(ya) — %608(92) sin(yq) = —% sin(yz2) cos(y2).

(11)
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Funkcijos le (7,y;) surandamos i§ (3) sistemos, surinkus narius prie £2 laipsniy:

1 1 0 0
a;zj + aal; = éoﬁ cos%z)(% - %)
acos(z) <8W21 N ow} N oW4 B ow B owi B 8W11>
2 Ox 0y1 Ys ox 0y 0Ya
N acos(x) <8V21(T, y2) OV (7, 1)
2 0Ya Y1

> =F/, j=12, (12)
¢ia funkcijos VjO ir le jau yra zinomos:
V1O =sinyi, V20 =0,
1
Wi = —3 sin(x) cos(y1) + 1 sin(2y1),
1 1. 1 . 1.
Wy = ~5 sin(x) cos(y1) + 3 cos(x)sin(y1) — 8 sin(y2) cos(ya).

Irasome jas j (12) sistemos lygtis ir atliekame elementarius pertvarkius:

Fj1 = (i + 5 cos(2x)) cos(yy) — ésin(Qm) sin(yy) — icos(ac) cos(2y1)

48 48
cos(z) (6\/21 oV )

. cos(x) cos(2y2) + 5 cos(z) +

24 24 2 dys Oy

Pritaikius vidurkinimo pagal charakteristikas operatorius ir (6) formules, gauname
suvidurkinta sistema:

vt /1 vy
W = <§ COS(.CC)a—y2 1,

vl 5 1 1 oV
Z2 _ 2 D) — cos(2us) — = 2
5 = 96 cos(2ya) + B cos(2ys) 2<cos(ac) s/,
su pradinémis salygomis V;'(0,y;) = 0, kai j = 1,2.
Matome, kad funkcijos
13
Vi=0 ir Vi = %TCOS(QQ)
tenkina (13) sistema. Taigi iSnagrinéto pavyzdzio asimptotinis artinys yra Sis:
) 1. 1. 2
ri(t,x;e) =sin(z —t) + | — 5 sin(x) cos(z — ) + 1 sin2(z —t) ) + 0(e?),
1. 1 .
ro(t, x;e) = 5( ~3 sin(x) cos(z —t) + 3 cos(x) sin(z — t)
1 13et
-5 sin(x + t) cos(x + t) + 9—; cos2(x + t)) +0(?), (14)
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4 Isvados

Pateikta straipsnyje asimptotinio integravimo metodika leidzia konstruoti tolygiai tin-
kamo ilgajame laiko intervale t € [0,0(s~!)] asimptotinio skleidinio aukstesnés eilés
narius. Taip galima aptikti antrosios ir aukstesniy eiliy periodiniy svyravimy rezonan-
sine saveika (silpnuosius rezonansus). Tai galéty buti jdomu, pavyzdziui, muzikiniu
instrumentu, kietojo kiino, skysciy, dujy ir net plazmos subtilesniu svyravimo savybiy
tyrimui.
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SUMMARY

‘Weak resonances of periodical nonlinear oscillations
O. Lavcel-Budko, A. Krylovas

The mathematical model of nonlinear oscillations of weightless string is analyzed. Coefficients of the
mathematical model and initial conditions are periodical functions of the space variable. A multi-
scale perturbation technique and integrating along characteristics are used to construct asymptotic
solution without secular members.

Keywords: resonance, asymptotic methods, nonlinear waves, averaging.
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