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Santrauka. Straipsnyje apzvelgiami analizinés ir tikimybinés skai¢iy teorijos tyrimai vyk-
dyti Siauliy universitete.
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nasis konvergavimas, universalumas.

Multiplikatyviyjuy funkcijy reiksmiy pasiskirstymas

Pagrindus skaiciy teorijai Siauliy universitete padéjo vienas i$ prof. J. Kubiliaus ga-
biausiy mokiniy doc. A. Bakstys. Jo svarbiausi darbai yra susieti su multiplikatyviyjy
funkcijy pasiskirstymu. Primename, jog g(m), m € N, yra vadinama multiplikatyvia-
ja funkcija, jei g(1) =1 ir g(mn) = g(m)g(n) su visais (m,n) = 1.

Pirmuosius tikimybinius rezultatus multiplikatyviosioms funkcijoms gavo P. Er-
diosas (Erdos) (1946). Tegul P,, n € N ir P yra tikimybiniai matai erdvéje (R, B(R))
(B(S) yra erdvés S Borelio aibiy klasé). Sakome, kad tikimybinis matas P,, kai
n — 0o, konverguoja m-silpnai j tikimybinj mata P, jeigu tikimybinis matas P,, kon-
verguoja silpnai j tikimybinj mata P ir P,({0}) — P({0}). Tegul

l/n(...):%#{lgmgn: S

¢ia vietoje daugtaskio rasoma salyga, kurig tenkina m. Be to, tegul
u, el Ju < 1,
[[ull = -
1, jeiu>1.
Tuomet P. Erdiosas [4] irodeé, kad jei g(m) > 0 yra multiplikatyvioji funkcija, tai
dazniai
vn(gim) € A), A€ B(R),

kai n — oo, konverguoja m-silpnai j kurj nors mata P erdvéje (R, B(R)), P({0}) # 1,
tada ir tik tada, kai eilutés

lg(p) — 1] lg(p) — 1

konverguoja.
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Pirmuosius rezultatus bet kokio zenklo multiplikatyviosioms funkcijoms gavo
A. Bakstys (1968). Primename, jog matas P erdvéje (R, B(R)) yra vadinamas si-
metriniu, jeigu su kuriuo nors a € R

P(—00,a) =1 — P(—00, —al.

1 teorema. (Zr. [1].) Tarkime, jog g(m) yra realioji multiplikatyvioji funkcija. Tuo-
met
vn(g(m) € A), A€ B(R),

kai n — oo konverguoja m-silpnai § kuri nors nesimetring tikimybing matqg P erdvéje
(R,B(R)) tada ir tik tada, kai (1) eilutés ir eiluté

3 1
9(p)<0 P
konverguoja, ir o € N, kad g(2%) # —1.
A. Bakstys taip pat gavo bendresnius rezultatus, nagrinédamas m-silpnaji dazniy

Un, (‘e—A(m)g(m) | 1/B(n)

konvergavima, su normuojanc¢iomis konstantomis A(n) ir B(n) > 0.
Ilga laika A. Bakstys vedé skaiciy teorijos seminarg.

sgng(m) € A), A€ B(R),

Dabartiniy tyrimy kryptys

Nuo 1998 mety prasidéjo analizinés skaiciy teorijos tyrimai. Buvo atnaujintas skai-
¢iy teorijos seminaras, kuris veikia iki Siol. Pagrindiné tyrimuy kryptis — dzeta ir
L-funkcijos. Primename, kad dzeta ir L-funkcijomis yra vadinamos kompleksinio
kintamojo s = o + it funkcijos, kurioje nors pusplokstuméje apibréziamos Dirichlé
eilutémis

mS

o0 a o0

m . — o
E — arba bendriau g ame s
m=1

m=1

ir naudojamos skaiciy teorijoje. Kitaip tariant, jos yra Rymano dzeta funkcijos

=1
4(5) = Z %a o>1,
m=1

ivairus apibendrinimai.
Tyrimuose ryskios 3 kryptys: ribinés teoremos dzeta funkcijoms jvairiose erdvése,
universalumas ir jo iSvados, momentai.

Ribinés teoremos

Pirmasias tikimybinio pobudzio ribines teoremas 1930, 1932 m. Rymano dzeta funk-
cijai gavo H. Boras (Bohr) ir B. Jesenas (Jessen). Tarkime, jog R yra staciakampis

Liet. mat. rink. LMD darbai, 51:16-24, 2010.



18 D. Siauciunas
kompleksinéje plokstumoje su krastinémis, lygiagreciomis asims. Savo darbe [2] jie
irodé jog su kiekvienu fiksuotu o > 1 egzistuoja riba

lim mz{t € [0,T]: log((o +it) € R}
T—o0 T '

Cia m 5 yra Zordano matas kompleksinéje plokitumoje. 1932 m. rezultaty jie iSplé-
té [3] i sritj o > 1, darydami plokStumos jpjovas pagal funkcijos ((s) galimus nulius.

Boro ir Jesseno teoremos primena ribines teoremas silpnojo tikimybiniy maty kon-
vergavimo prasme, kurio teorija buvo sukurta praéjusio amziaus 5—6 desimtmetyje.
Boro-Jeseno tyrimus tesé A. Vintneris (Wintner), A. Selbergas (Selberg), P.D.T.A. Eli-
jotas (Elliott) D. Dzoineris (Joyner), K. Matsumoto, B. Bagéis (Bagchi), A. Laurin-
cikas ir kt.

Pirmasias ribines teoremas dzeta funkcijoms Siauliy universitete jrodé R. Kaéin-
skaité. Ji nagrinéjo Matsumoto dzeta funkcija, kuria 1990 m. apibrézé [23] japonu
matematikas K. Matsumoto. Si funkcija yra apibréziama polinomine Oilerio sandauga
pagal pirminius skaicius

m=1
Cia
g(m) ) '
Aj(x) = H (1- af%:cf(]’m)),
k=1

g(m), f(4,m) € N, 0 p,, Zymi m-tajj pirminj skaiciy.
Minétame straipsnyje K. Matsumoto jrodé Boro-Jeseno tipo rezultatus funkci-
jai ¢(s) reikalaudamas, kad su neneigiamomis konstantomis ¢, «, 5 galioty nelygybés

glm) <cepl,  |aP] < pl. (2)

Tuomet begaliné sandauga, apibrézianti funkcija ¢(s), konverguoja absoliuciai pusp-
lokstuméje o > o+ 8+ 1. Be to, jis reikalavo, kad funkcija ¢(s) buty meromorfiskai
pratesiama j sritj o > a + 8+ 1.

Ribines teoremas apie maty

%{t €1[0,T]: p(oc+it) € A}, A€ B(C),
%{T €[0,T): o(s+ir) € A}, AeB(M(D)),

silpnaji konvergavima [14] jrode A. Laurincikas. Cia B(S)yra erdvés S Borelio aibiy
klase, D = {s € C: 0 > a+ 3+ 3}, o M(D) yra meromorfiniy srityje D funkcijy
erdve su tolygaus konvergavimo ant kompakty topologija.

R. Kacinskaite jrodé diskreciasias ribines teoremas jvairiose erdvése funkcijai ¢(s).
Siuo atveju yra nagrinéjami tikimybiniai matai, apibréziami ne postiimiy (o + it) ir
©(s +iT) pagalba, o postumiais ¢(o + imh) ir ¢(s + imh), su fiksuotu h > 0 ir m =
0,1,2,.... Suformuluosime paprasé¢iausia ribine teorema kompleksinéje plokStumoje.
Tegul

= va, vp = {s €C: |s| =1},
P
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su visais pirminiais p. Su sandaugos topologija ir pataskine daugyba, toras {2 yra kom-
paktiné topologiné Abelio grupe, todél erdvéje (12, B(£2)) galime apibrézti tikimybinj
Haro mata my. Gauname tikimybine erdve (2, B(£2), mg). Sioje erdvéje apibrézkime
C-reiksmj atsitiktinj elementa

oo g(m) wf(]’m)( )%) —

m=1 j=1
Cia w(p) yra elemento w € 2 projekcija i koordinating erdve Yp-

2 teorema. (Zr. [11]). Tarkime, jog galioja (2) jverciai, funkcija p(s) yra meromor-
fiskai pratesiama j sritj o > a+ﬂ+% ir Sioje srityje galioja jverciai p(o+it) = O(|t|*),
a>0, [t >t >0ir

/O p(o +it)|* dt = O(T).

Tequl o > a+ B+ % Tuomet tikimybinis matas

N+1#{0 m < N: o(o+it) € A}, Ae B(C),

kai N — oo, silpnai konverguoja j atsitiktinio elemento o(o,w) skirstinj.

R. Slezeviciené jrodé daugiamates ribines teoremas tick Rymano dzeta funkci-
jai [25], tiek ir Hurvico dzeta funkcijai ((s, «), 0 < a < 1, kuri pusplokstumeéje o > 1
apibréziama Dirichlé eilute

= 1
((s,a) = Z;OW

ir yra meromorfiskai pratesiama j visa kompleksine plokStuma su vieninteliu poliumi
taske s = 1.
J. Genys nagrinéjo bendryjy Dirichlé eiluciy

o0
s) = E ame " o > oy,
m=1

da an, € C, o {\,,} yra didéjanti realiyju skaiciy seka, lim,,—,o = 400, reikSmiy
pasiskirstyma. Jis kartu su A. Laurin¢iku [8] iSplété A. Lauriné¢iko, W. Schwarz’o
ir J. Steuding’o rezultatus platesnei bendryjy Dirichlé eiluciy klasei vietoje aibés
{log2} USS_; {A\,} tiesinio nepriklausomumo apsiribodami tik aibés {A,,} tiesiniu
nepriklausomumu virs Q.

R. Macaitiené pradéjo jrodinéti diskreciasias ribines teoremas bendrosioms Diri-
chlé eilutéms. Dirichlé eiluciy atveju ribinis atsitiktinis elementas apibréziamas kiek
kitaip. Yra nagrinéjamas toras

e}

A:nym, Ym = {s € C: |s| = 1},

Liet. mat. rink. LMD darbai, 51:16-24, 2010.



20 D. Siaucdiunas

su visais m € N. Panasiu budu, kaip ir Matsumoto funkcijos atveju yra gaunama
tikimybiné erdve (£2, B(£2), ) su Haro matu sy, Tegul &(m) yra elemento & € £2
projekcija i koordinatine erdve ~,,. Tarkime, jog funkcija f(s) yra meromorfiskai
pratesiama j pusplokstume o > o1, 01 < 0y, ir Sioje srityje galioja jverciai

flo+it)=0([t|]*), a>0, [t|>t>0,
ir
T 2
/\f(a+z't)\ dt =0(T), T — oo.
0

Tegul D; = {s € C: 0 > oy}. Tikimybinéje erdvéje (£2,B(£2),7y) apibréziame
H(Dq)-reikSmj atsitiktinj elementa (H(D;) yra analiziniy srityje Dy funkciju erdve
su tolygaus konvergavimo ant kompakty topologija)

§ :amw Am 8

3 teorema. (Zr. [21]). Tarkime, jog funkcija f tenkina visas anksciau minétas sqly-
gas, o rodikliy sistema {\n} yra tiesiskai nepriklausoma virs Q. Tuomet

N+1#{O m < N: fo+it) € A}, Ae B(M(Dy)),

kai N — oo, silpnai konverguoja i atsitiktinio elemento f(o,&) skirsting.

Pastaruoju metu J. Genys ir A. Laurinc¢ikas pradéjo jrodinéti ribines teoremas su
svoriu bendrosioms Dirichlé eilutéms [9] ir [10].

V. Garbaliauskiené nagrin¢jo tiek tolydziasias [6], tiek diskreciasias [5] ribines
teoremas elipsiniy kreiviy L-funkcijoms. Tarkime, kad elipsiné kreive E yra duota
Vejerstraso lygtimi

y2 =2*+ar+b, abel.

Tegul jos diskriminantas A # 0. Su kiekvienu pirminiu p, v(p) tegul yra lyginio

y? = 2% + ax + b(mod p)

sprendiniy skaic¢ius. Tegul

Alp) =p—v(p).
Hasse jrodé, jog |A(p)| < 2y/p. Elipsinés kreivés L-funkcija Lg(s) pusplokstumeéje
o> % yra apibréziama Oilerio sandauga

- T1(2) T k)

plA ptA

Ji yra analiziskai pratesiama iki sveikosios funkcijos ir suvaidino svarby vaidmenj
paskutiniosios Ferma problemos jrodyme.
Tegul A € R ir 0 < o < 1. Lercho dzeta funkcija L(\, o, s) pusplokstuméje o > 1

yra apibréziama eilute
e e2miim

L\ a,s) Zom—i—a
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D. Geniené su bendraautoriais 7] jrodé ribines teoremas funkcijai L(, o, ) su algeb-
riniu iracionaliuoju parametru a.. Tai yra pats sudétingiausias atvejis. Paprasciausias
atvejis yra transcendenciojo «, Siek tie sudétingesnis yra racionalaus o atvejis. Siais
atvejais ribines teoremas funkcijai L(\, o, s) yra irode R. Garunkstis ir A. Laurin¢i-
kas [15].

Algebrinio iracionalaus « atvejis yra sudétingas todél, kad néra tikslios informa-
cijos apie aibés

L(a) = {log(m + a): m € Ng = NU {0} }

tiesinj nepriklausomumg virs Q. D. Geniené rémeési Cassels’o rezultatu, kad bent 51%
aibés L(a) elementy yra tiesiSkai nepriklausomi virs Q.

R. Macaitiené su A. Laurin¢iku [16] jrodé ribines teoremas Estermano dzeta funk-
cijai.

Doktoranté A. Kolupayeva [13] nagringjo ribines teoremas paraboliniy formy L-
funkcijy sasukoms su Dirichlé charakteriais, kai charakterio modulis neapréztai auga.

Universalumas

Su ribinémis teoremomis analiziniy funkcijy erdvéje yra glaudziai susijes dzeta funkci-
ju universalumas. Primename, jog Rymano dzeta funkcijos (s) universaluma 1975 m.
atrado Voroninas. Dabartinis jo teoremos variantas yra toks.

4 teorema. Tegul K yra kompaktiné juostos D = {s € C: % < o < 1} aibé, turinti
Junguji papilding, o funkcija f(s) yra tolydi ir nelygi nuliui aibéje K, ir analiziné jos
viduje. Tuomet, su kiekvienu € > 0

1iTnl>ioréf%meas{T €[0,T: [¢(s+iT) — f(s)] <e} > 0.

Grubiai kalbant, tai reiskia, jog kiekvieng analizine funkcija tolygiai juostos D
kompaktinése aibése galima aproksimuoti postumiais ((s -+ it).

Galimas ir diskretusis universalumas, kai analizinés funkcijos yra aproksimuojamos
postumiais ((s + imh), h > 0, m € Ny.

R. Kacinskaité su A. Laurin¢iku [12] gavo Matsumoto dzeta funkcijos diskretuji
universaluma.

R. Macaitiené [22] jrodé jvairiy bendruju Dirichlé eiluéiy klasiy diskretujj univer-
saluma, gavo [17] periodiniy Hurvico dzeta funkcijy

(o)
a
C(s,a;a)zg 7(7714:104)5’ o>1,
m=0

a = {ay} yra periodiné kompleksiniy skai¢iu seka, diskretuji universaluma.
D. Siaud¢iunas su A. Laurin¢iku [19] iSnagrinéjo periodinés dzeta funkcijos

oo

Am
C(s;a) —mzzzlms, o>1,
universaluma, kai periodiné kompleksiniy skaic¢iy seka a = {a,, } yra multiplikatyvioji
(a1 =1, Gmn = amany, kai (m,n) =1).
V. Garbaliauskienés daktaro disertacija yra skirta elipsiniy kreiviy L-funkcijy jvai-
riy tipy universalumui.
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Momentai
Momenty problema yra svarbi dzeta funkcijy teorijoje. Jie jvairiose taikymuose daznai

pakeicia individualiasias ty funkcijy reiksmes, kurias apskaic¢iuoti yra gana sudétinga.
Pavyzdziui, Rymano dzeta funkcijos atveju yra zinoma hipotezé, jog

T 1
/0 C(§+’Lt)

kuri yra jrodyta tik 3 atvejais:

2k
dt ~ ¢ T(logT)?, T — oo,

k=1, cp =1, (Hardy, 1918),

k=2, co = (Ingham, 1924),

on2
k=c(loglogT)"2, ¢>0, cu=1, (A. Laurincikas, 1996).

Momenty problema yra susijusi su Lindeliofo hipoteze, kuri tvirtina, jog su kiek-
vienu € > 0 yra teisingas jvertis

C(% +z‘t> =0:(t°), t=ty>0.

Lindeliofo hipotezé yra ekvivalenti jverciui: su kiekvienu € > 0

-4

D. Siaucitinas [18] gavo funkcijos ((s; a) antrojo momento asimptotine formule

2k
dt =O0(T"*), keN,

T k
L2 r q 20 —2
/O |¢(o +it;a)|"dt = W;:l |aq|2C(2a,E) + BC(0)k* 2 K (k)T?2°,

¢ia K(k) = Zl;=1 lag|?, C(0) = max((20 — 1)71, (1 — o)1), o B yra dydis apréztas
konstanta, jrodé sios funkcijos ketvirtojo momento jvercius. Jis kartu su A. Laurinci-
ku [20] gavo funkcijos

0o .
eQTr'L/\m

Ols) = — o>1,

m=1

ketvirto momento asimptotine formule, kai A yra iracionalusis skaic¢ius juostoje % <
o < 1, bei juostoje % < o < 1, kai A yra racionalusis skai¢ius.
S. Zamarys [24] gavo normuotos paraboliniy formy dzeta funkcijos momenty asimp-

totines formules.

Apgintos disertacijos, organizuotos konferencijos

Nuo 1998 m. vykstantys analizinés skai¢iy teorijos tyrinéjimai Siauliy universitete
netruko duoti savo vaisiy. Vadovaujant prof. A. Laurinc¢ikui, $iy tyrinéjimu pagrindu
buvo apgintos sios daktaro disertacijos Nuo 1998 m. vykstantys analizinés skaiciy
teorijos tyrinejimai Siauliy universitete netruko duoti savo vaisiy. Vadovaujant prof.
A. Laurin¢ikui, siy tyrinéjimy pagrindu buvo apgintos sios daktaro disertacijos
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1. Roma Kacinskaité, Discrete limit theorems for the Matsumoto zeta functions,
(2002);

2. Rasa Slezevi¢iené, Joint limit theorems and universality for the Riemann and
allied zeta functions, (2002);

3. Darius Siauéitinas, The investigations of the periodic zeta-function, (2004),

4. Jonas Genys, Limit theorems and joint universality for general Dirichlet series,
(2005);

5. Virginija Garbaliauskiené, The universality of L-functions of elliptic curves,
(2005);

6. Renata Macaitiené, Discrete limit theorems for general Dirichlet series, (2006);

Saulius Zamarys, Moments of L-functions, (2007);

8. Danuté Geniené, Limit theorems for Lerch zeta-functions with algebraic irratio-
nal parameter, (2009).

=~

2008 m. prof. Antanas Laurincikas venté savo 60-taji gimtadienj. Jo garbei Siau-
liy universitete buvo suorganizuota tarptautiné skaiciy teorijos konferencija, skirta
siai sukakciai pazymeti. Konferencijoje dalyvavo 68 dalyviai is 14 valstybiy: Lietuvos
(J. Kubilius, A. Dubickas, E. Manstavicius ir kiti), Airijos (N. Budarina), Balta-
rusijos (V. Bernik, S. Rogozin ir kiti), Cekijos (S. Porubsky), Estijos (A. Leibak),
Japonijos (K. Matsumoto, H. Mishou ir kiti), JAV (L. Eriksen), Lenkijos (W. Narkie-
wicz, L. Pankowski), Norvegijos (A. Prosolov), Rusijos (J. Nesterenko, V. Bykovsky,
N. Moscevitin, S. Koniagin, A. Ustinov ir kiti), Suomijos (E. Suvitie, A. M. Ernvall-
Hytonen), Svedijos (J. Andersson), Vengrijos (I. Katai), Vokietijos (K.-H. Indlekofer,
R. Steuding, J. Steuding ir kiti). Konferencijos metu buvo perskaityti 47 pranesimai
aktualiausiomis skaiéiy teorijos temomis.
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SUMMARY

Investigations of the analytic and probabilistic number theory in Siauliai Uni-
versity
D. Siauciunas

In this paper, the investigations of analytic and probabilistic number theory which were done in
Siauliai University are reviewed.
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