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Santrauka. Darbe nagrinéjamos netiesinés susietos banginés lygtys, Zinomos literatiiro-
je kaip Hirota-Satsuma tipo sistema. Atliekama Sios sistemos asimptotiné analizé, kuri
leidzia periodiniu atveju nustatyti bangy rezonansinés saveikos atsiradimo salygas. Anali-
zés pagrinda sudaro keliy masteliy principas ir silpnai netiesiniy hiperboliniy sistemy vi-
durkinimas pagal charakteristikas. Parodyta, kad tokio tipo sistemos atskirais atvejais iSsi-
skaido j nepriklausomas Kortevego—de Vryso (Korteweg—de Vries) lygtis, taciau rezonansiniu
atveju suvidurkinta sistema lieka susieta ir apraso bangu saveika.

Raktiniai zodziai: Hirota—Satsuma sistema, asimptotiné analizé, vidurkinimas, bangy saveika, re-

zonansas.

1. Straipsnyje nagrinéjamas zinomos literaturoje [6] susiety netiesiniy banginiuy
lygciy Hirota—Satsuma sistemos apibendrinimas. Hirota—Satsuma sistema gana akty-
viai tyrinéjama jvairiais aspektais daugeélyje straipsniy. Darbe [1] parodoma kaip,
naudojant specialiagja transformacija, apibendritoji Hirota—Satsuma sistema gali bu-
ti suprastinta ir atskirais atvejais iSspresta tiksliai. [2, 5] straipsniuose Si sistema
iSspresta variaciniu iteraciniu metodu (VIM). Taip pat [5] darbe rezultatai lygina-
mi su gaunamais Adomian’o skaidymo metodu [10]. Parodyta, jog Sis VIM meto-
das yra efektyvus sprendziant panasias netiesiSkumo problemas ir todél jis taikytinas
inzinerijoje ir fizikoje. Taip pat Siuo metu literaturoje aktyviai ieSkomi apibendrin-
tosios Hirota—Satsuma sistemos solitonu sprendiniai. Vienas pirmuju straipsnyje [4]
pasiulo konstruoti solitony sprendinius, naudojant tanh-funkcijos metoda ir simboli-
nj skai¢iavima (symbolic computation). [11] straipsnyje remiantis Hirota metodu ir
perturbacijos technika gaunamas N-solitono sprendinys. [3] sprendinys ieSkomas pse-
udospektriniu (pseudospectral) metodu. Pirmiausia autoriai diskretizuoja lygti, o po
to taiko Runge-Kutta metoda, kuris duoda santykinai mazas paklaidas, sprendziant
uzdavinj skaitiskai.

Siame musy darbe atlickama apibendrintosios Hirota-Satsuma sistemos asimp-
totiné analizé, kurios pagrinda sudaro keliy masteliy principas ir silpnai netiesiniy
hiperboliniy sistemy vidurkinimas pagal charakteristikas. Nagrinéjami periodiniai
uzdaviniai, kai gali atsirasti kombinaciniai rezonansai, ir sistemos asimptotiniam ty-
rimui pritaikyta vidinio vidurkinimo [7] technika. Parodyta, kad tokio tipo sistemos
atskirais atvejais issiskaido j nepriklausomas Kortevego-de Vryso lygtis, taciau rezo-
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nansiniu atveju suvidurkintosios sistemos lygtys lieka susietomis ir apraso banguy sa-
veika. Suvidurkintos sistemos jau neturi asimptotinio integravimo problemy ilgajame
laiko intervale ir efektyviai sprendziamos skaitiniais metodais (7r. placiau [9]). Siame
darbe nenagrinéjami asimptotiniy sprendiniy radimo aspektai, jo tikslas — nustatyti
periodiniy bangy rezonansinés saveikos atsiradimo salygas.

2. Nagrinésime apibendrinta Hirota—Satsuma sistema (literaturoje zr. [6], Hirota—
Satsuma paprastai vadinama (1) sistema, kai o = 3, § =~ = —3):

u + aut, = §(vw)y + Aggr, 0 # 0,
v + ﬂ’lﬂ)z = b'U:v:vz; (1)
Wt + YUWy = CWgpa-

Tarkime, kad ¢ yra mazasis parametras (jis gali turéti ir fizikine interpretacija, taciau

mes nagrinésime formalia Gardner—Morikawa tipo transformacija; placiau zr. [8]).
Ieskosime (1) sistemos asimptotinio sprendinio

u(t, z;€) = up + eur (Vet, Vex; €),
v(t,x;€) = v + ev1 (V/et, ex; €), (2)
w(t,x;e) = wo + ew (Vet, Ver; ).

Pazymeéje /et =t, \/ex =T ir jrase (2) | (1), gauname sistema su mazu parametru :

ev/eusz + alug + eur)ev/eurz = 6(ev/eviz(wo + ewr) + ey/ewiz(vo + 1))
+ ae®eurzzs,

e/Evg + Blug + £)ev/Evis = beV/eviz s,

ev/ew 7 + y(up + euiz)eveEwz = ce?\/Ewizzz-

Atlike aritmetinius veiksmus ir padaline kiekviena sistemos lygti i$ £1/2, gauname:

ugz + quouiz — dwoviz — dvpwiz = £(—auruiz + 0(viwr )z + auzzT),
vz + Puoviz = e(—Purviz + buizzz), (3)
wiz + Yuowiz = £(—Yu1Wiz + CWizzz)-

Pakeiskime kintamuosius (§ # 0, vg # 0, wo # 0)

Uy =1y +re+rs,

A1 — A2
=—r

U1 25

Qu
Y (4)
w1 = TTB,

a, = dwg, by, = dvg
ir perragykime (3) sistema Rymano invariantais 71, r2, r3 (neraSome briksnio ¢, 7):

T+ 72 + 3+ A (Tie + T2z +732) — (A — A2)r2r — (A1 — A3)130 = €Fy,
ror + Aaray, = €F), (5)
T3t + A3r3g = eFy,
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¢ia Ay = aug, A2 = Puo, A3 = yuo, Fy = —a(ry + 12 +7r3)(r1z + r2e + 732) +
Sy — _
W(Tﬁfﬁ)x + a(rlxmm + rogex + TBxxx)v F, = _B(Tl +ro+ r3)7“2m + er:C:C:m
F, = —y(r1+ro+73)rse +crsze.. Atimkime i$ pirmosios (5) sistemos lygties antrosios

ir treciosios lygciy suma:
rit + Njrje = eF;, j=1,2,3, (6)
Gia Py =F, — F, — Fy, Fy = F,, Fy = F.
3. Ieskome tolygiai tinkamo ilgajame laiko intervale t € [0, O(¢~!)] asimptotinio spren-
dinio
ri(t,x;e) =T;(1,y;) +O(e), j=1,2,3,

kai 7 = et, y1 = x — Mt, y2 = x — Aot, y3 = = — A3t ir sudarome suvidurkintaja
sistema (vidurkinimo operatoriai apibrézti (11) formule, placiau zr. [9]):

T, .
6_7?:<F]>]7 .7:1;273 (7)
Nagrinésime (6) uzdavinj, esant (8) salygai. Pastebékime, kad (zr. 1 pastaba, taip

pat [7]) (riy,); =0, kai i # j:
A1 # Mg, A #£ A3, A2 # As. (8)

Taigi kai galioja (8), perrasome suvidurkintaja sistema (7) taip (vél nerasysime bruks-
nio 7;):

Tir +QT1T1y, — Ty y,4

= _O‘<(7"2 +13)(ray, + 7“3y3)>1 — a(ry +13)1714,

(AL — A2)(A1 — As) (AL — A2)(A1 — As)
+ 5( b (ray,r3)1 + b (rarays )1
+ B(raray, )1 + v(rarsys)1, (91)
Tor + ﬁrQTQyz + ﬂ<7’1 + 7ﬂ3>27n2@/2 - br2y2y2y2 =0, (92)
r3r + Yr3r3y, + v{ry + 7“2)37“3y3 — CT3ysysys = 0. (93)
Nagrinésime Kosi uzdavinj, kai r;(t,z;¢)[i=0 = @jo(z) = pjo(z + 27), tada
75 (T,9;)|7=0 = ¢jo(y;) yra periodinés pagal y; su periodu 27 funkcijos. Tuomet
ri(ys) = ro(r) + >y (r)etsva, (10)
1,0
1 T
(ri); = Tlgréo ?/0 i (7,55 + (Aj — Ai)s) ds. (11)
Pastebékime, jei \; yra sveikieji skaiciai, tai
1 27
(ri); = 2—/ Ti(ﬂyi + (A — Ai)S) dy; = 1i0(7).
™ Jo
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Tuomet [r;] = 5= f027r ri(T,yi + (A — A\i)s) dy; = rio(7). I8 (10) matome, kad

(PeTmy,,, )i = Z il () ety (12)
(=2 e+ = A )l =0
1,70, L #0

Pazymekime

M=

A= .
A1 — A3

Tarkime, kad A\ # £1. Tada i§ (12) gauname, kad [("x7"my,. 1] = 0, k,m = 2,3.
Darome prielaida, kad galioja pradinés salygos [r;(0)] = 0, t.y.

710(0) = 720(0) = 7r30(0) = 0. (13)
1 pastaba. 1$ funkcijy r; periodiskumo isplaukia
2
" a'r; (Ta Yj )
Y gy =0, r=1,2,3. 14)
Todél integruodami nuo 0 iki 27 (92) ir (93) pagal ya, y3 atitinkamai, gauname, kad
[ro] = [r3] = const.
4. Tegul Q — racionaliuyju skaiciy aibé, § # 0, vy # 0, wy # 0 ir galioja (8) ir (13)
salygos.

1 teiginys. Jei A ¢ Q, tai (91,2,3) sistema iSsiskaido j 3 nepriklausomas Kortevego—de
Vryso lygtis:

Tjr T KTy + 0Ty =0, 7 =1,2,3, (15)
Gia k1 =, ke =, kg =0, )1 = —a, e = —b, n3 = —c.

2 teiginys. Tarkime, kad galioja A € Q \ {—1,1}, tada (92), (93) lygtys yra nepri-
klausomos Kortevego—de Vryso lygtys, kai (15) atitinkamai j = 2,3, o (91) lygtis turés
pavidalg:

T1r + K111y, + DyT gy = €107 91), (16)
cia
d(A1 — A2)( A1 — As)
Ay by

I — A2) (A1 — A3)

ubu

801(7,211)<04+’7+ )<7”27’3y3>1

+(—a+p+

N Tr2y,T3)1-

3 teiginys. Tarkime, kad A\ = £1, tada sistema (91,2,3) lieka susiety banginiy lygciy
sistema. Siuo atveju (ro + r3)1 = [ra] + [r3] ir bendru atveju Sis reiskinys nelygus
nuliui.
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5. Taigi iSnagrinéjome apibendrintosios Hirota—Satsuma tipo sistemos visus galimus
atvejus. Pirmasis atvejis yra nerezonansinis. Cia turime paprastyjy bangy suma
r1(eT, x —augt)+ro(e7, x — Puot) +r3(eT, £ —yuot). Bangos r; tenkina nepriklausomas
Kortevego—de Vryso lygtis.

Antruoju atveju ry ir r3 lieka tos pacios, taciau banga r; surandama sprendziant
nehomogening Kortevego—de Vryso lygti (15).

Treciasis atvejis yra rezonansinis ir visos trys bangos yra susietos. Norint rasti
bangas 71, 12, rs reikia spresti suvidurkintaja sistema (9123). Tai galima daryti
skaitiniais metodais [9)].

2 pastaba. Iprastinei (t.y. neapibendrintai, kai a = 3, 8 = v = —3) Hirota—Satsuma
sistemai negalioja (8) salyga. Jos tyrimas yra paprastesnis ir sistema visais atvejais
bus nerezonansiné.
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SUMMARY

Asymptotical analysis of generalized Hirota—Satsuma type system
R. Kriauziené, A. Krylovas

Paper deals with the nonlinear coupled equations of the well known in the literature Hirota—Satsuma
type system. The asymptotic analysis of this system, which is based on the principle of two scales
and on averaging of weakly nonlinear hyperbolic systems along characteristics is presented in the
paper. The asymptotic analysis shown that the system disintegrates on three independent Korteweg—
de Vries equations in the non-resonance case, and the system describes an interaction of periodical
nonlinear waves in the resonance case.

Keywords: Hirota—Satsuma system, asymptotical analysis, averaging, interaction of waves.



