LIETUVOS MATEMATIKOS RINKINYS. LMD DARBAI ISSN 0132-2818
51 tomas, 2010, 80-84 www.mii.lt/LMR/

Matematinés analizés pradmeny déstymo vidurinéje
mokykloje klausimu

Antanas Apynis

Vilniaus universitetas, Matematikos ir informatikos fakultetas
Naugarduko 24, LT-03225 Vilnius

E. pastas: antanas.apynis@mif.vu.lt

Santrauka. Straipsnyje nagrinéjami matematinés analizés pradmeny déstymo viduringje
mokykloje didaktiniai aspektai.
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1 Problemos aktualumas

Visuotinai pripazjstama, kad spresti funkcijos monotoniskumo tyrimo ar jos ekstre-
mumo tasky paieskos uzdavinius netaikant iSvestinés funkcijos savybiy buty labai
nesiuolaikiska. Taigi iSvestinés funkcijos (iSvestinés) vieta mokyklinéje matematikoje
yra gana aiski (tiek bendrojoje, tiek iSpléstinio kurso programoje). Taciau funkcijos
ribos savokos, kuria remiantis apibréziama tolydziojo argumento funkcijos iSvestine,
vis dar gana atkakliai vengiama. Integralai (ir apibreztinis, ir neapibreztinis) aigki-
nami iSsiverc¢iant be diferencialo savokos, o pazinties su diferencialine lygtimi visai
atsisakoma. Teisinamasi, zinoma, i$ pirmo zvilgsnio svariomis priezastimis.

Siame straipsnyje matematinés analizés pradmeny déstymo problema pagvilden-
sime pirmiausia didaktiniu poziuriu. Autoriaus nuomone, butent didaktinio pobudzio
priezastys yra svarbiausia kliutis, trukdanti mokyklinés matematikos programy suda-
rytojams ir vadoveliy autoriams deramu lygiu jteisinti matematinés analizés pradme-
nis vidurinéje mokykloje.

2 Funkcijos ribos aiskinimo didaktiniai aspektai

Matematiskai grieztas funkcijos ribos apibrézimas néra per sunkus tik patiems ga-
biausiems gimnaziju mokiniams. Taciau tai neturéty buti rimta priezastimi Sia tema
isbraukti iS mokyklinés matematikos programos. Ilgameté patirtis patvirtina min-
ti, kad laipsnigkai aiskinant $ia savoka (nuo intuityvios sampratos iki matematiskai
korektisko apibrézimo) galima pasiekti visiskai priimtiny rezultaty.

Skaic¢iavima grindziant intuityvia tolydziojo argumento funkcijos ribos samprata
nesunku paaiskinti kiekvienam gimnazijos mokiniui (net ir tam, kuris mokosi pagal
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bendrojo kurso programa), kad, pavyzdziui,
lim (52° =7z +3) =5-22-7-243=09,
T—2

8z' 4+ 7z +1 8-1+7-141 16

lim = = — =4.
=173 —222 -1 7-1-2-1-1 4

Kas kita buty gautus rezultatus pagristi remiantis matematiskai tiksliu funkcijos ribos
apibrézimu. Tai gana sunku ir universiteto pirmakursiui.

Gana paprasta suformuoti ir tolydumo korektiska samprata, aiskinima grindziant
pavyzdziais, konkreciy funkcijy grafikais ir pan. Per ankstyvas formalus tolydumo
apibrézimas salyga

lim f(z) = f(a)

r—a

gali ir nepasiteisinti.
Apibudinant riba lim,_,, f(z) = A, kai funkcija f yra apibrézta kurioje nors tasko
a aplinkoje Us(a) = (a—d;a)U(a;a+4), 6 > 0, salyga 0 < |z—a| < ¢ tikslinga pakeisti
salyga x ~ a(x # a), o nelygybe |f(z) — A| < &, e > 0, apytiksle lygybe f(z) =~ A.
Tada buty galima aiskinti, kad skaicius A vadinamas funkcijos riba taske a, jei galioja
tokia salyga:
rralz#a) = f(z)= A

Zinoma, matematinis tikslumas ¢ia prarandamas; uztat labiau iryskéja pacios savokos
esmé. Be to, toks funkcijos ribos apibudinimas neuzdaro mastymo erdveés, neatima
galimybés tikslinti apibrézima iki matematiskai tikslaus. Taip pat aisku, kad tokio
ribos apibrézimo visiskai pakanka racionaliyjuy funkcijy riboms skaic¢iuoti ir kitiems
uzdaviniams spresti.

3 Liopitalio taisyklés taikymas trupmeninés racionaliosios funk-
cijos ribai skaiciuoti nevartojant isvestinés sgvokos

Tarkime, kad racionalioji funkcija f(z) yra daugianariuy P(x) ir Q(z), tenkinanciy
salyga P(a) = Q(a) = 0, santykis. AiSku, kad kurioje nors aplikoje (a—d; a)U(a; a+9),
0 > 0, daugianaris Q(z) neturi Sakny. Vadinasi, yra tokia tasko a aplinka, kurioje
funkcija

yra apibrézta. Taciau (dél P(z) ir Q(z) tolydumo) P(z) ~ 0 ir Q(z) ~ 0, kai  ~ 0

(x # a). Todél nejmanoma (dél skai¢iy P(z) ir Q(z) artumo nuliui) i$ karto jzvelgti,

koks turéty buti ribos lim,_,, f(2) nagrinéjimo rezultatas (riba gali net neegzistuoti).

Siuo atveju daugianarius P(z) ir Q(x) tikslinga pakeisti Zemesnio laipsnio daugiana-
P(x)

Py(z) = 0 Quz) = 20

r—a x—a’

x # a.
Jeigu tik @Q1(a) # 0, tai gaunamas toks rezultatas:

Pl(l‘) _ Pl(a)

) i PO
;E%f("”) - %Eg Q(z) xllg Qi(x)  Qu(a)
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Daugianariy P(x) ir Q(x) dalybos i§ dvinario 2 — a liekanos (pagal Bezu teorema)
lygios nuliui; taigi padalyti imanoma. O dalmenis Pj(x) ir Q1 (z) rasti visai nesunku,
pavyzdziui, dalijant kampu.

Antra vertus, daugianariy P(x) ir Q(z) dalyba i$ « — a (tikslingumo poziuriu)
galima aiSkinti kaip savotiska matematinio mikroskopo taikyma dydziy P(z) ir Q(z)
reikSméms palyginti, nes |Py(z)| > |P(z)| ir |Q1(x)] > |Q(x)], kai |z — a| yra artimas
nuliui skaicius (z # a).

Zvelgiant matematiko akimis aisku, kad

lim P (z) = lim M = lim w
r—a r—a  — Q r—a T — Qa
ir lim, 4 Q1(x) = Q'(a).

Taigi pateiktasis trupmeninés racionaliosios funkcijos ribos skaic¢iavimo neapibréz-
tumo taske budas is tiesy yra Liopitalio taisyklés taikymas.

Apibendrinant galima padaryti iSvada, kad racionaliyjy funkciju (tiek sveikuju,
tiek trupmeniniy) riby skaic¢iavima galima jtraukti net j bendrojo kurso mokyklinés
matematikos programa. ISpléstinio kurso programoje turéty buti ir sunkesniy uzda-
viniy. Be to, iSpléstinio kurso programoje (galbut) galéty atsirasti vietos ir funkcijos
ribos (matematiskai) tikslesniam apibrézimui.

= P'(a)

4 Bezu teoremos taikymas skaicCiuojant racionaliosios funkci-
jos iSvestine

Tarkime, kad P(z) yra bet kurio laipsnio daugianaris, o a — bet kuris realusis skai¢ius.
Dalydami P(x) i$ z — a, gauname tam tikra zemesnio laipsnio daugianarij, sakykime,
Py (x) ir liekang P(a) (pagal Bezu teorema). Tada

P(z) = Pi(z)(xz — a) + P(a).

Vadinasi,

P'(a) = lim Plw) = Pla) _ lim hA)@=a) _ lim P (z) = Pi(a).
T—a Tr—a T—a T —a T—a
Matome, kad skai¢iuojant daugianario iSvestine pakanka gebéjimo daugianarj P(x)
dalyti i$ dvinario  — a (pavyzdziui, atliekant §j veiksma kampu) ir neformalaus su-
pratimo apie funkcijos riba.
Nesunku Bezu teorma ,jkinkyti“ ir skaic¢iuojant trupmeninés racionaliosios funk-
cijos f(x) = % iSvesting bet kuriame jos apibrézimo taske a. Pagal Sig teorema

daugianarius P(z) ir Q(x) galima uzrasyti taip:

P(z) = Pi(x))z —a)+ Pa) ir Qx)=Q1i(x)(x—a)+ Q(a).

Todél
ey~ P@  Pla) _ Pi(@)(@—a)+ Pla)  Pla)
f(z) = fla) Q(z) Qa) Qi(z)(x—a)+Q(a) Qa)
(P1(2)Q(a) — P(a)Q1(x))(x — a)
(
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Vadinasi,

o S - f@) AR -~ P@)@i()
fe = e~ owew
_ P@)Q(@ - P@Qi(a)
Q@) |

Visi skai¢iavimai yra matematiskai korektiski, nes Q(a) # 0 ir egzistuoja tasko a
aplinka Us(a) = (a — d;a) U (a;a + 6), 6 > 0, kurioje daugianaris Q(z) neturi saknu.
Kadangi P;(a) = P'(a) ir Q1(a) = Q' (a), tai galima uzrasyti ir bendresne formule:

(5)/(@ _ Pl(0)Q(a) — P(a)Q'(a)
@ Q*(a) '

5 Baigiamosios pastabos

Pirmiausia norétume atkreipti démesj i tai, kad skai¢iuojant daugianariy P(z) ir Q(x)
santykio riba taske a, kai P(a) = Q(a) = 0, taip pat galima remtis Bezu teorema.
Siuo atveju gautume, kad P(z) = Pi(x)(z — a) ir Q(z) = Q1(z)(x — a); todél

lim P(z) = lim 1))

z—a Q(x)  z—a Q1(x) '

Akivaizdu, kad tuo nesibaigia Bezu teoremos taikymo mokyklinéje matematikoje
galimybeés. Daugianarj P(z) uzrasius formule

P(z) = Pi(x)(z —a) + P(a),
bei zinant, kad Pj(a) = P'(a) ir P(a) = lim,_,, P (z), galima nagrinéti daugianario

P(z) aproksimavimo tiesine funkcija P;(a)(z — a) + P(a), arba P'(a)(z — a) + P(a),
problema, nes

P(x) = Pi(a)(z —a) + P(a) = P'(a)(z — a) + P(a).
Antra vertus, lygtis y = P’(a)(x — a) + P(a) yra funkcijos y = P(x) grafiko liestinés,
einancios per jo taska (a; P(a)), lygtis.
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SUMMARY

On teaching fundamentals of calculus at secondary school

A. Apynis

The article, from different didactical aspects, analysis the problem of teaching fundamentals of
calculus at secondary school. Continuity and limit of a function are suggested to be explained on the
base of an informal concept and examples of these notions. An explanation of this kind is completely
sufficient in solving problems of calculation of limits and derivatives of rational functions as well as
other problems.
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