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Santrauka. Straipsnyje aptariami 2010 mety VPU jaunujy matematiky olimpiados uzda-
viniai ir jy sprendimai.

Raktiniai Zzodziai: matematikos olimpiados, uzdaviniy sprendimas.

Siekdami, kad j Lietuvos moksleiviy matematikos olimpiadas patekty visi stipriausie-
ji, olimpiady organizatoriai nusprendé vykdyti atrankines olimpiadas, kuriose galéty
dalyvauti visi norintieji, is kuriy galima buty atrinkti pacius geriausius. Tokie atran-
kiniai turai vykdomi nuo 1992 mety. Tai Kauno Technologijos unoversiteto prof.
S. Matulionio konkursas, Siauliy universiteto matematiky olimpiada ir Vilniaus pe-
dagoginio universiteto jaunyjy matematiky olimpiada.

2010 m. kovo 6 d. vyko jau XIX jaunyjy matematiky olimpiada. Uzduotis parengé
docentai A. Kaucikas ir E. Mazétis.

1 IX klasé

Ty =z—1—y,
1. Isspreskite lygciy sistemqg S yz =z —y — 2,
r=y—x— 2.

Sudéje pirmaja ir antraja sistemos lygtis gauname, kad y(z + 2z + 2) = 0. Jei
y = 0, iS pirmosios lygties gauname, kad z = x. Tada iS treciosios lygties seka,

kad 22 = —2x. I8 ¢a gauname du sistemos sprendinius (0;0;0) ir (—2;0; —2).

Analogiskai gauname dar du sprendinius (—2; —2;0) ir (0; —2; —2). Jei nei vienas
{Z +y= 727

nezinomasis néra lygus 0, tada < y + z = —2, Sudéje visas sias lygtis gauname,
z+ax=-2

kadrx+y+z=-3ire=y=2=—1.
Ats.: (0;0;0), (=15 —1; =1), (0; =2; =2), (=2;0; =2), (—2; —2;0).

2. Raskite visus pirminius skaicius p ir q, su kuriais buty teisinga lygybé p + q =
(p =)
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Sakykime, kad p — ¢ = n, tai p+q = n3. 1§ éa 2p = n+n3, p = ”3;",

2q=n%—n,q= ”32_” = "(”“2)("71). Trijy i3 eilés einanciy natiiraliyjy skaiciy
sandauga dalijasi i$ 3, taigi g dalijasi iS 3. Vienintelis pirminis skaicius, kuris
dalijasi i8 3 yra 3. Taigi ¢ = 3. Tada n® —n =6, i§ lan =2, p = 5.

Ats.: p=5,q=3.

. Princui dabar 24 metai. Kai tiek mety sukaks princesei, princui bus dvigubai

daugiau mety, negu buvo princesei tuo metu, kai princo amzius buvo lygus ju
dabartiniy mety skaiciy aritmetiniam vidurkiui. Kiek dabar yra mety princesei?

Tarkime, kad princesei dabar x mety. Kai princesei bus 24 metai, bus paréje
24 — x mety. Tuo metu princui bus 48 — 2 mety. Kai princui buvo 24% mety,
princesei buvo x + @ —24 = 37* — 12. Pagal salyga 48 — x = 2(37* —12). Is

¢la © = 18.

. Taskas Q yra kvadrato ABCD krastinés CD vidurio taskas. Krastinéje BC' yra

taskas P toks, kad ZQAD = ZQAP. Raskite kampo AQP didumg.

Is tasko @ nuleidziame statmenj QF | tiese AP (1 pav.). Staciujy trikampiy
AQD ir AQF jzambiné bendra, o smailieji kampai pagal salyga yra lygus, taigi
tie trikampiai lygus, todél EQ = QD = %AB. Statieji trikampiai EPQ ir CPQ
lygus, nes jy jzambiné bendra, o statiniai EQ ir CQ yra lygus. Todél kampai
EPQ ir CPQ lygus. I8 staciyjuy trikampiy AQD, APQ ir PQC gauname, kad
LAQD = LAPQ, LPQC = ZPAQ. Tuomet LZAQP = 180° — (LAQD +
LPQC) =180° — (LAPQ + £LPAQ) = 180° — 90° = 90°.

2 X klasé

1. [Irodykite, kad visiems teigiamiems skaiciams x,y, z teisinga nelygybé

TYZ <l
@+yy+2)(z+az) =8

Kadangi vardikliai teigiami, nelygybeé ekvivalenti (z + y)(y + 2)(z + x) > 8yz.
Zinome, kad visiems neneigiamiems a, b teisinga nelygybé a+b > 2v/ab. Pritaike
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sia nelygybe daugikliams z+y, y+z ir 2+, gauname, kad (x+y)(y+2)(z+2z) >
22y - 2,/yz - 2\/zx = 8xy=z.

2. Knygoje 100 puslapiy, sunumeruoty nuo 1iki 100. Petriukas keletq lapy isplésé.
Sudéjus likusiy neisplésty puslapiy numerius, gavome 4949. Kiek lapy Petriukas
isplése?

ISplésus viena lapa, iSplésiamas vienas puslapis su nelyginiu numeriu ir vienas
puslapis su vienetu didesniu lyginiu numeriu, t.y. puslapiai su numeriais 2k — 1
ir 2k. ISplésty puslapiy numeriy suma yra 4k — 1. Taigi iSpléesus n lapy, iSplésty
puslapiy numeriy suma yra 4(ky + ko + - - - + ky,) — n. Puslapiy numeriy suma
buvo 1+ 2+ ---4 100 = 5050, taigi iSplésus §i suma sumazéjo skai¢iumi 101. IS
Cia seka, kad 4(k1+ka+- - -+kn)—n = 101, t.y. 101—n dalijasi i§ 4. Pastebéjime,
kad isplésty lapy skaicius n < 7, nes iSplésus pirmuosius 7 lapus, ju puslapiy
numeriy suma (1+2)+ (3+4) + -+ (13 + 14) = 24 .14 = 105 > 101. Taigi
tinka tik n = 3. Pastebékime, kad iSplésus 3 lapus: pirmajj, antrajj ir dvidesimt
treciaji, iSpléstujuy puslapiy suma yra (1 +2) + (3 +4) + (45 + 46) = 101.

Ats.: isplésti trys lapai.

3. Ar bet kokj trikampj dviem tiesialinijiniais pjuviais galima supjaustyti j 3 dalis,
1S kuriy galima sudéti lygiasong trikampi? Jei taip, tai nurodykite, kaip reikia
pjauti.

Sakykime, kad AC — ilgiausioji trikampio krastiné (arba viena i$ ilgiausiujy,
jei ju daugiau negu viena), A;C; — lygiagreti su ja viduriné linija, M — at-
karpos A;C1 vidurio taskas, By — tasko M ortogonalioji projekcija tieséje AC
(2 pav.). Kadangi trikampio kampai A ir C' — smailieji, tai taskas By yra at-
karpoje AC. Sakykime, kad taskai P ir @) yra simetriski taskui By tasky Cy
ir Ay atzvilgiu. Kadangi centro atzvilgiu simetriskos tiesés yra lygiagrecios,
tai BP||B1C, BQ||B14, t.y. taskai B, P ir Q yra vienoje tieséje. Akivaizdu,
kad AAClBl = ABClQ, ACBlAl = ABPAl Trlkamplal BlAlCl ir BlQP
— panasieji, nes A;C4||PQ. Kadangi trikampio By A;C; aukstiné By M yra ir
pusiaukrastiné, tai jis lygiasonis. Taigi lygiasonis ir trikampis B PQ.

Ats.: kiekviena trikampj dviem pjuviais, einanciais per tieses B1Cy ir A1 B
galima supjaustyti j tris dalis, i$ kuriy sudedamas lygiasonis trikampis B; PQ.

4. Raskite visus pirminius skaicius p ir q, su kuriais buty teisinga lygybé p + q =
(p — q)® (#r. IX klasés 2 uZdaving).
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3 XI klasé

xT

1. Didesniems uz 1 skaiciams x,y,z yra teisingos nelygybés 172 > x4y + 2,

1

+-E+-L >0

Lo >rty+ oz, ZZ > x +y+ z. [rodykite, kadl

+y Ttz y+z

IS nelygybés x””—jl > x + y + z iSplaukia, kad 22 > (x+y+ 2)(x—1), ty.

r4+y+z>aly+ z) IS cia gauname kad y+z > 1+y+ . Analogiskai gauname
>

tokias nelygybes: —— > Sudéje sias gautasias nelygybes,

. a+y :c+y+z’ :c+z
gauname tai, ka ir reikéjo jrodyti.

1‘+y+z ’

. Ar egzistuoja 10 skirtingy sveikyjy skaiciy, tokiy, kad bet kuriy 9 jy suma yra

sveikojo skaiciaus kvadratas? Jei taip, tai pateikite 10 tokiy skaiciy rinkinio
pavyzdy.

Sakykime, kad =1, xo,...,z109 yra duotieji skaiciai, o S — ju suma. Pagal salyga

S—acl =29+ a3+ -+ x50 = N3 Analogiékai S—acg =n3...,S—x0 =
”10 Sudéj(g Sias lygybes gauname 95 = n? + n2 + .-+ + n2,. I3 ¢ia seka, kad
n3+ni+--+nl, dahja81 i§ 9. Tuomet paémusn; =3, n2 =3-2,...,n10 = 3-10

gauname, kad S = § - 3%(12 422 + .- + 10%) = 385. Tada z; = S 3% = 376,
Ty = S — (3 . 2)2 = 3497 Tr3 = 304, T4 = 241, Ty — 160, Te — 61, Ty = —56,
zg = —192, wg = —345, 219 = —524.

. Simto naturaliyjy skaiciy, kuriy kiekvienas nevirsija 100, suma lygi 200. Ar

visada 1§ jy galima isrinkti keletq skaiciy, kuriy suma lygi 1007

Irodysime, kad tai padaryti visada galima. Teiginys akivaizdziai teisingas, kai
visi skaiciai lygus, nes tuomet jie visi lygus 2. Tarkime, kad ne visi skaiciai
lygus. Sakykime, kad tai skai¢iai a1, as, ..., aig0 ir a1 < as < 100. Pazymékime
Sn =a1+azs+ -+ ay, 1 <n <99 Tada galime uzrasyti Simta skaiciy
a1 < as < Sy < -+ < Sog.

Jei visy siy skaiciy liekanos, dalijant i§ 100 yra skirtingos, tai viena is juy lygi
nuliui. Kadangi1 < .S, < 200, tai viena i$ sumy Sy lygi 100, ir teiginys teisingas.
Sakykime, kad dvi liekanos tarpusavyje lygios. Bet ao ir a; liekanos, dalijant
i§ 100 yra skirtingos, todél vienodas liekanas, dalijant i$ 100 turi skaiciai S, ir
as, n = 3, arba S, ir Sx, n < k. Tada S,, — as arba S; — S,, yra leketo duotyju
skaiciy sumos lygios 100.

. Taskai M ir N yra lygiagretainio ABCD krastiniy BC ir CD wvidurio taskai.

Ar lygiagretainis ABCD gali buti toks, kad spinduliai AM ir AN dalyty kampg
BAD i tris lygias dalis?

Sakykime, kad lygiagretainio ABCD jstrizainés kertasi taske O, tiesés AM ir
AN Xkerta jstrizaing BD taskuose K ir L (3 pav.). Trikampyje ABC atkarpos
AM ir BO yra pusiaukrastinés, todel =2. Analoglskal == =2ty KO =
1BK LO = 1DL Is to, kad BO = OD seka BK = LD KL = 2OB
Trikampyje BAL atkarpa AK yra ir pusiaukampiné, ir pusiaukrastine, talgl jis
lygiasonis, t.y. AB = AL ir AK 1 BL. Analogiskai AL 1 DK. Taigi tiesés
AK ir AL yra statmenos tiesei BD, o to buti negali.
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4 XII klase
1. Raskite reiskinio f(x,y,z) = (x(yxiy;);r;f)z()fjf:)z) didZiausiq reiksme, kai x,y, 2 —

teigiami skaiciai.

Sukeitus vietomis kintamuosius reiskinio f reikSmeé nepasikeiéia ir f(z, z,z) = %,
todél kyla naturali hipoteze, kad f(x,y,z) < %. Si nelygybé yra ekvivalenti
teiginiui 9(z+y)(y+2)(z+x) = 8(zy+yz+zx)(x+y+z). Atskliaude ir sutrauke
panadiuosius narius gauname nelygybe z2y+yz?+y2z+ 222 +xy? + 222 > 62y2,
kuri ekvivalenti teisingai nelygybei z(y — 2)? + y(z — 2)? + z(z — y)? > 0.

2. Ar egzistuoja 10 skirtingy sveikyjy skaiciy, tokiy, kad bet kuriy 9 ju suma yra
sveikojo skaiciaus kvadartas? Jei taip, tai pateikite 10 tokiy skaiciy rinkinio
pavyzds (Zr. X1 klasés 2 uzdaving).

3. Taskas O yra trikampio ABC pusiaukampiniy AD ir CE sankirtos taskas. Tie-
sé, simetriska tiesei AB tiesés CE atzvilgiu ir tiesé, simetriska tiesei BC' tiesés
AD atzvilgiu, kertasi taske K. Kokj kampg sudaro tiesés KO ir AC?

Sakykime, kad tieses KE ir KD kerta tiese AC taskuose M ir N (4 pav.).
Trikampiai CBE ir CME yra simetriski tiesés C'E atzvilgiu, todél jie lygus,
ty. LZKMC = /ZB. Trikampiai ABD ir AND simetriski tiesés AD atzvilgiu,
todél jie lygus ir ZKNA = ZB. taigi AKMN lygiasonis. Kadangi BE = M E
ir EC yra ZMEB pusiaukampiné, todél atkarpa C'E yra atkarpos BM vidurio
statmuo. Analogiskai tieseé AD yra atkarpos BN vidurio statmuo. Taigi tas-
kas O yra apie trikampj BMN apibrézto apskritimo centras. Kadangi AMKN

Liet. mat. rink. LMD darbai, 51:97-102, 2010.
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lygiaSonis, tai taskas O yra atkarpos M N vidurio statmenyje. Taigi tiese KO
statmena tiesei AC.

Ats.: 90°.

4. Simto naturaliyjy skaiciy, kuriy kiekvienas nevirsija 100, suma lygi 200. Ar visa-
da i$ ju galima isrinkti keletq skaiciy, kuriy suma lygi 1007 (Zr. XI klasés
3 uzdaving).
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SUMMARY

Survey of VPU olympiad 2010 for young mathematicians

E. Jakaityté, A. Kaucikas, E. Mazétis

The texts and solutions of the VPU young mathematicians olympiad — 2010 are presented.

Keywords: mathematical olympiads, problem solving.





