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Santrauka. Straipsnyje apzvelgiamos 59-osios Lietuvos moksleiviy olimpiados (2010.03.30,
Trakai) uzduotys, nagrinéjami ju sprendimo budai.

Raktiniai zodziai: gabiyju vaiky ugdymas, matematikos olimpiados, uzdaviniy sprendimas.

Ivadas

Siuo straipsniu tesiama tradicija kasmet apzvelgti Lietuvos moksleiviy matematikos
olimpiados uzduotis ir aptarti bei palyginti uzdaviniy sprendimo metodus. Praeity
mety olimpiados apzvalga ir ankstesniy mety olimpiady apzvalgy nuorodas galima
rasti [3].

59-0ji Lietuvos moksleiviy matematikos olimpiada jvyko 2010 m. kovo 30 d. Tra-
kuose. Jai buvo skirta Europos Sajungos lésy is gabiyjuy vaiky ugdymo fondy, ir bene
pirma karta tiek vertinimo komisijos nariai, tiek ir mokytojai su mokiniais buvo kartu
apgyvendinti puikiuose poilsio namuose — vandens procedury centre , Trasalis“. Cia
mokytojai klausési paskaity, dirbo vertinimo komisija, mokiniai sprendé uzdavinius,
galéjo nemokamai pazaisti kégliais ir pasimaudyti baseine.

Suvedus olimpiados rezultatus, buvo atrinkti dalyviai ir kandidatai j Pasaulio
matematikos olimpiada (IMO), kuri Siemet vyks Astanoje (Kazachstanas).

Olimpiadoje kiekvienas mokinys sprendé 4 uzdavinius (9-10 klasiu grupeés ir 11—
12 klasiy grupés vienas uzdavinys buvo bendras, kiti trys skyrési). Uzdaviniai buvo
vykusiai parinkti — neisSspresty uzdaviniy nebuvo. Mokytojai dar mokiniams tebe-
sprendziant gavo vertinimo komisijos parengta uzdaviniy ir sprendimuy knygele (ko-
misijos pirmininkas prof. A. Dubickas). Su visa medziaga ir kita informacija galima
susipazinti internete [1, 2]. Siais saltiniais remiamasi ir miisy apzvalgoje. Joje placiau
nagrinéjami tik keliy uzdaviniy sprendimai. Likusiy uzdaviniy sprendimus skaitytojas
ras minétuose Saltiniuose.

9-10 klasiy uzdaviniai
1. [rodykite, kad nelygybé

a* 4+ a?b? + bt < a®b + ab®
3 - 2

teisinga su bet kuriais realiaisiais skaiciais a ir b.
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Pries pradedant uzdavinj spresti, labai pravartu ji patyrinéti — tai labai padeda.
Matome, kad a ir b i nelygybe jeina simetriskai. Nelygybé homogeniska — visi na-
riai yra ketvirtojo laipsnio a ir b atzvilgiu. Tai, be kita ko, reiskia, kad gali padéti
dalyba i§ b* ar i§ a®b?. Nelygybé virsta lygybe, kai a = b (tai padeda pasitikrinti,
ar pertvarkydami nepadaréme klaidos). Taip pat nelygybé teisinga, kai a ir b nevie-
nody zenkly — tada kairioji pusé teigiama, deSinioji — neigiama. Kai a ir b neigiami
(a = —la|, b = —|b]), gauname ta pacia nelygybe su |a| ir |b|. Tai reiskia, kad mums
uztenka jrodyti nelygybe teigiamiesiems a ir b. Sia pastaba ne karta remsimés. Paga-
liau — matome, kad nelygybé teisinga, kai a = 0 arba b = 0 (pavyzdziui, kai a = 0, ji
virsta akivaizdziai teisinga nelygybe b* > 0.

Mokiniai pateiké daugybe nelygybés jrodymo budy. Susipazinkime su keletu is
ju (suprantama, gerokai patvarkyty). Sprendimo budus numeruosime didZiosiomis
raidémis A, B ir t.t., Zenklelis B reiskia sprendimo pabaiga.

Sprendimas. A. [domu, kad nelygybe galima jrodyti gana tiesmukiskai. Reikia
irodyti, kad
2(a4 +a’b? + b4) — 3ab(a2 + b2) > 0. (1)

Kadangi kairioji pusé virsta nuliu, kai @ = b, tai Sis daugianaris turi daugiklj a — b
(paaigkéja, kad net (a — b)? ). Stengiamés jj iskelti, eidami prie kvadraty skirtumo:
2(a® — b2)2 + 6a%b* — 3ab(a® + b%) = (a2 — b2)2 — 3ab(a — b)*

= (a—b)*(2(a + b)* — 3ab)
= (a — b)*(2a® + 2b* + ab). (2)

Kadangi a ir b galime laikyti teigiamais, tai pastarasis reiskinys neneigiamas. Zinoma,
nesunku jsitikinti, kad visada

2(2a° +2b° + ab) = 4a® + 4b° + 2ab = (a+ b)* +3a* + 36> >0. W

B. Laikykime, kad a ir b teigiami. Dalykime (1) nelygybe i§ b* ir pazymékime
7 = s. Tada reikia jrodyti nelygybe

st —3s% +2s% —35+2 > 0.
Kadangi s = 1 yra kairiosios pusés Saknis, tai galima iskelti s — 1. Grupuojame:

(25" —25%) — (s* = s%) + (s> —5) — (25 — 2)
=(s—1)(2s° —s*+5-2) = (s —1)(2(s* = 1) —s(s — 1))
=(s—1)*(2s° +2s+2—s) = (s — 1)*(25% + 5+ 2).
Kadangi s > 0, tai abu daugikliai teigiami. Ir ¢ia daugiklis 2s® 4 s + 2 teigiamas

visiems s:
8(25° +s+2) =16s>+8s+16=(4s+1)*+15. W

Beje, taip pat uztenka pasakyti, kad trinario diskriminantas neigiamas (tarp kitko,
tai visiskai ekvivalentus teiginiai — juk diskriminantas ir atsiranda isskiriant pilnajj
kvadrata).
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C. Duotaja nelygybe padauginkime is 12:
4(a4 +a%b? + b4) — 6ab(a2 + b2) > 0.
Taikykime vidurkiy nelygybe 2ab < a? + b?:
4(a* + a®b® + b*) — 3 2ab - (a® + b%) = 4(a* + a®b* + b*) — 3(a® + b?)?
=a* - 2a%* + b* = (a* — b*)* > 0. |
D. Padeda ir standartinis keitimas — nauji kintamieji sumai ir sandaugai. Perrase
duotaja nelygybe kaip
2(a® +b?)* — 2a%0* — 3ab(a® + %) > 0
ir pazyméje a? 4 b?> = u, ab = v, turime nelygybe
2u? — 202 — 3uw > 0.

Kairiaja puse lengva isskaidyti Siaip grupuojant, bet padeda ir toks pastebéjimas: kai
a = b, tai u = 2v, o u = 2v i$ tikryjy vercia kairiaja puse nuliu. Vadinasi, skaidant
galima igkelti u — 2v: 2u? —4uv +uv — 20% = 2u(u—2v) +v(u—2v) = (u—2v)(2u+v).
Bet u = a® +b? > 2ab = 2v ir, kai a > 0, b > 0, abu pastarosios sandaugos daugikliai
teigiami. W

E. Dalijame i§ a?b? nelygybe (2):

a? b2 a b
4{ =+—=+1)—-6({=-+—-]>=0.
(b2+a2+ ) 6(b+a) 0

Pasizymékime 2 + 2 = s, tada ‘g—: + Z_Z =(24+L)2_2=452-2

2|

4(s —=1) —6s >0,  25(2s—3)>4.

Irodykime pastaraja nelygybe. Galime a ir b laikyti teigiamais, tada § + g = (\/% —

\/5)2 +2 > 2. Bet, kai s > 2, abu daugikliai 2s ir 2s — 3 teigiami ir didéja, reiskinys
25(2s — 3) didéja, todel 2s(2s —3) >2-2(2-2—-3)=4. &

2. Trapecijos ABCD Soninés krastinés AB ilgis lyqus pagrindy AD ir BC ilgiy
sumai. [rodykite, kad kampo A pusiaukampiné krastine CD dalija pusiau.

3. Zaidimo lenta yra staciakampis, kurio apatiné krastiné lygi m, o Soniné — n
(m ir n yra naturalieji skaiciai). Staciakampis padalytas § vienetinius kvadratélius.
Kairiajame apatiniame langelyje stovi saské. Du Zaidéjai daro éjimus pakaitomis, ir
kiekvienu éjimu Zaidéjas pastumia saske j kitq langeli: arba per kiek nori langeliy §
desine, arba per kiek nori langeliy § virsy. Pralaimi tas Zaidéjas, kuris nebegali pa-
daryti éjimo. Nustatykite visas naturaliyjy skaiciy poras (m,n), su kuriomis Zaidimg
pradedantis Zaidéjas gali laiméti, kad ir kaip Zaisty antrasis. Nurodykite, kaip jam
tada reikéty Zaisti.

ATSAKYMAS. Pradedantis zaidéjas gali laiméti, kai m # n.

Liet. mat. rink. LMD darbai, 51:127-132, 2010.
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4. Skaicius a0a0 . ..a0b0c0. ..c0c (skaitmenys a ir ¢ parasyti po 1001 kartq) dali-
jasi is 37. [rodykite, kad b = a + c.

Sprendimas. A. Sprendimas labai supaprastéja ir tampa ypac vaizdus, jei pra-
dinj skaiciy padauginame i$ 11 (bruksnio vir§ skaitmeny nebededame):

a0a0...a0b0c0...c0c-11 =aa...abbcc...c.

Naujasis skaicius taip pat dalijasi i$ 37, o jame yra po 2002 skaitmenis « ir c¢. Kadangi
111 (= 3 - 37) dalijasi i8 37, tai tiek skai¢ius nnn (= n - 111) tiek ir skai¢ius, gautas
prirasius prie jo bet kiek nuliy, dalijasi is 37. Vadinasi, i$ bet kurio skai¢iaus priekio
galima nubraukti tris i$ eilés einancius vienodus skaitmenis. Tris vienodus skaitmenis
nnn galima nubraukti ir iS galo: atéme iS duotojo skaiciaus nnn, gausime skaiciy su
trimis nuliais gale, bet juos galime nubraukti, nes tai reiks dalybg i 1000 = 23 - 53 ir
nekeis dalumo is 37.

Kadangi 2002 = 2001+ 1, tai braukydami vienody skaitmeny trijules, turime (Zen-
klas = reiskia, kad dalybos is 37 lieckana 0 nesikei¢ia): aa...abbcc...c = abbcc...c =
abbc = abb0 + ¢ = abbb — b+ ¢ = a — b+ ¢. Taigi a — b + ¢ dalijasi is 37. Kadangi a,b
ir ¢ — skaitmenys, taia —b+¢<9-04+9=18,a—-b+c>0—9+0=—9. Bet
intervale nuo —9 iki 18 téra vienintelis 37 kartotinis — skaic¢ius 0. Taigi a —b+ ¢ =0,
o tai ir reikéjo jrodyti. M

B. Zinoma, galima apsieiti ir be dauginimo i$ 11. Skaic¢ius 10101 dalijasi i§ 37 (uz-
tenka kampu ,begalinj“ skaic¢iy 10101... dalyti i$ 37, ir tuoj pat gauname 10101 =
37 - 273. Vadinasi, i$ 37 dalijasi skaiciai nOnOn = n - 10101, todél is duotojo skai-
¢iaus galima tokius skaitmenuy penketukus (ar juos su nuliais gale) atmesti, taip pat
nubraukti gauto skaiciaus nulius gale, ir naujasis skaicius dalysis is 37.

Taigi galima nubraukinéti i$ priekio a0a0a0, o nuo galo cOcOc tol, kol liks dalus
is 37 skaicius a0a0b0c0c (kadangi nubraukiame po 3 vienodus skaitmenis a ar tris ¢
is 1001 = 3-333 + 2, tai lieka po 2 skaitmenis a ir ¢). Tada a0a0b0c0c = a0a000000 +
b0000 + c0c = a0a0a0a0a — a0ala + bOLOD — b0b + cOc = a0a — bOb + c0c = a - 101 — b -
1014 ¢-101 = 101(a— b+ ¢). Kadangi 101 nesidalija i$ 37, tai i§ 37 dalijasi a — b+ ¢,
o tai reigkia, kad a —b+c=0. B

11-12 klasiy uzdaviniai
1. Realieji skaiciai a ir b tenkina salygq
a® + b3 =8 — 6ab.

Kokias reiksmes gali jgyti a + b?
ATSAKYMAS. 2 ir —4.

Pries spresdami patyrinékime lygti. Paméginkime atspéti atsakyma, perziure-
je kintamuju nedideles sveikasias reikSmes. Be to, kadangi a ir b jeina simetriskai, tai
uztenka tikrinti kurio nors vieno kintamojo reiksmes.

Jeia =0, tai b> = 8,b = 2.

Jeia=1,tai 1 +b>=8—6b,b>+6b="7,b=1 (kairé pusé — didéjanti funkcija,
todél daugiau Sakny néra).
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Jeia=—1,tai =1+ b3 =8+ 60, b> — 6b =9, b = 3 (daugiau Sakny néra, nes kai
b+#3, tai b> — 9b =9 — 3b, b(b> —9) = 3(3 —b), b(b+3) = =3, 4b> + 120+ 12 = 0,
(2b + 3)2 + 3 = 0, ir kairioji pusé teigiama).

Jei a =2, tai b3 = —12b, b(b> +12) =0, b = 0.

Jeia=—2,tai —8+b3 = 8+ 12b, b3 — 12b = 16, b3 — 16b = 16 — 4b, b(b? — 16) =
4(4—b),ir b = 4 tinka, o jei b # 4, tai b(b+4) = —4, b>+4b+4 =0, (b+2)2 = 0,b = —2.

Vadinasi, su a = —2 turime b =4 arba b = —2.
Matome, kad visos rastosios poros (a, b), iSskyrus paskutine, duoda suma a+b = 2,
o paskutiné pora (—2; —2) —suma a+b = —4. Jau knieti spéti, kad galimos dvi sumos

a + b reikSmés: 2 ir —4. Bet to né nereikia: jeigu tai ir ne atsakymas, tai jau bent
dvi a + b reikSmes zinome (o Stai pusé sprendéju gavo viena reikSme arba né vienos).
Taigi atlikta zvalgyba padeda rasti klaidas musy samprotavimuose, jeigu spresdami
tu reikSmiy negauname.

Sprendimas. A. Pazymékime s = a+b ir t = ab. Tada a® + b% = 53 — 3st. Taigi
duotoji salyga yra ekvivalenti lygybei

s° —3st —8+6t=s"—8—3t(s—2) = (s—2)(s* +2s+4—3t) = 0.
Vadinasi galimi du atvejai: s = a + b = 2 (tada duotaja salyga tenkina, pvz., skaifiy
poraa =0b=1)ir s+ 2s+4 — 3t = 0. Siuo atveju, jrase s = a + b ir t = ab bei
padaugine is 2, gauname

2(a® 4 2ab+b* + 2a+ 2b+4 — 3ab) = (a — b)*> + (a +2)? + (b+2)? = 0.

Si lygybé jmanoma su vienintele realiyjy skaiciy pora a = b = —2 (kuri tenkina ir
duotaja salyga. Aisku, kad tada a +b = —4. Vadinasi,a+b=2 arbaa+b=—-4. R

B. [siziuréje i sprendimo buda A, matome, kad visiskai neverta jsivesti nezinomajj
t = ab: po minutés vél jo atsisakéme — grizome prie a ir b. Idomiausia, kad ir Zymeéti
a+b= snebutina: a®+b* = (a+b)(a® —ab+b?) = (a+b)[(a+b)? — 3ab], taigi lygtis
virsta (a +b)® — 3ab(a + b) = 8 — 6ab, ir kadangi tinka a + b = 2 (pastebime i§ pacios
lygties, bet zinojome ir i$ zZvalgybos), tai iSskaidzius atsiras daugiklis a + b — 2:

(a+b)> — 8 — 3ab(a + b) + 6ab = 0,
(a+b—2)((a+b)*+2(a+b)+4)—3abla+b—2) =0,
(a+b—2)(a*+a(2—b)+ (2 —b)* +6b) = 0.
Vadinasi, arba a +b = 2, arba a? — ab+ b? + 2a 4+ 2b+4 = 0. Galima spresti pastaraja
lygti kaip kvadrating a atzvilgiu. Jos diskriminantas D = (2 — b)? — 4(b% +2b +4) =
—3b% — 12b — 12 = —3(b + 2)?, taigi lygtis turi sprendiniy tik kai b = —2. Tada
a?+2a+4+2a—4+4=0,a’+4a+4 =0, (a+2)?> =0, a = —2. Bet spresti kvadratine
lygti — tai iSskirti pilnajj kvadrata, todél patogiausia tai daryti i§ karto (be to, kad
neatsirasty trupmeny, verta lygti padauginti is 4). Tada 4a? —4ab+4b*>+8a+8b+16 =
4a2+2-2a(2—b)+ (2—0)2— (2—b)2 +4b2 +8b+16 = (2a+2 — b)? + 3b% + 12b + 12,
lygtis virsta
(2a+2 —b)* +3(b+2)* = 0.
Aisku, kad lygybé jmanoma tik kai b = —2, o tada
(2a +4)* =0,

ty. a=—-2. 1
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C. Ir pagaliau trumpiausias ir originaliausias sprendimas. Olimpiady asai gerai
zino tapatybe

a® +b* + ¢ — 3abe = (a+ b+ c)(a® + b* + ¢ — ab — ac — bc).
Kadangi
2(a®> + 0>+ —ab—ac—be) = (a—b)*+ (a — ¢)* + (b — ¢)?,

tai tapatybé reiskia, kad a® + b3 + ¢ — 3abc = 0 tik tada, kai a + b+ ¢ = 0 arba
a = b = c. Vadinasi, musy uzdavinio salyga

a® +b* 4+ (=2)* +3ab- (-2) =0

reiskiaa+b—2=0arbaa=b=—-2,t.y. a+b=2arbaa+b=—-4. B
Buvo ypa¢ malonu iSvysti §j sprendima olimpiados dalyvio darbe.

2. Trikampio ABC pusiaukampinés kertasi taske S. Taskai Ay, B1, Cy yra si-
metriski taskui S atitinkamai tiesiy BC, AC ir AB atzvilgiu. Apie trikampj A1, B,
C1 apibréztas apskritimas eina per taskqg B. Raskite kampg ABC.

ATSAKYMAS. ZABC = 60°.

3. Zr. 9-10 klasiy 3 uzdavinj.

4. Sveikieji skaiciai nuo 1 iki 25 (nebutinai jprastine tvarka) surasyti ratu. Apskai-
ciuvojamos 25 sumos: pradedant kiekvienu skaiciumi sudedamsi penki pagal laikrodZio
rodykle 1§ eilés einantys skaiciai. Randamos ty sumy dalybos i§ 5 liekanos (t.y. vienas
i§ skaiciy 0, 1, 2, 3 arba 4).Skirtingy lickany skaiciy paZymékime d.

a) Jrodykite, kad d gali buti lygus 1, 3, 4 arba 5.

b) Irodykite, kad d negali buti lygus 2.
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SUMMARY
Lithuanian school mathematical olympiad-2010
J.J. Macys

The texts and answers of the problems of the Lithuanian school mathematical olympiad-2010 are
presented. Solutions of several problems are given and discussed.
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