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Santrauka. Straipsnyje aptariamas 2010 m. Lietuvos Kenguros konkursas ir jo uzduotys.
Raktiniai zodziai: gabiyjy vaiky ugdymas, matematikos konkursai ir olimpiados, uzdaviniy spren-

dimas.

Ivadas

Siy mety Kenguros konkursas jvyko kovo 18 diena — pagal jprastine formule: treciajj
kovo ketvirtadienj. Lietuvoje jame dalyvavo per 62000 moksleiviy i§ daugiau kaip
1000 mokykly, ir nedaug Saliy gali pasigirti tokiu aktyvumu. Zinoma, kai kuriy saliy
dalyviy skaiciai jspudingi — apie 2 milijonus Rusijoje, beveik milijonas Vokietijoje ir
pan., o bendras dalyviy skaicius — beveik 6 milijonai. | konkurso uzduoc¢iy rengima
isitraukia vis daugiau gery specialistu (Siemet — jau i§ 50 Saliy), ir uzdaviniai tampa
vis jdomesni, patrauklesni. Suprantama, olimpiaduy uzduotys daug gilesneés, bet ir
konkurso uzdaviniai suformuluojami taip, kad ,,paciupinéti“ juos gali kiekvienas, o iki
platesniy apibendrinimy lieka vos zingsnis. Tai mes ir stengsimés pademonstruoti
nagrinédami jdomesnius Senjoru grupés (11-12 kl.) uzdavinius. Baigdami jvadine
dalj, negalime nepasidziaugti, kad Siuo sunkmeciu nugalétojai vis dar apdovanojami
simpatingais prizais ir kviec¢iami j Kenguros nugalétojy tarptautines vasaros stovyklas.
Daugiau informacijos skaitytojas gaus is interneto [1], ten jis taip pat ras visu grupiu
uzduotis ir teisingus atsakymus. Ankstesniy mety konkursy medziaga galima rasti
knygelése [2].

Uzdaviniy analizé

1. Didysis lygiakrastis trikampis sudarytas is 36 mazesniy 1 cm? ploto lygiakrasciy
trikampiy. Raskite NABC plotg (em?).

A)1l B)12 C)13 D) 14 E) 15

B

Sprendimas (sprendimo pabaiga Zymésime zenkleliu B). Jeigu du trikampiai turi
bendra kampa, tai ju plotai sutinka kaip atitinkamy krastiniy sandaugos. I$ tikruju,
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jeigu didumo vy kampa sudaro tiek vieno trikampio krastinés a ir b, tiek ir kito krastinés
ay ir by, tai jy ploty santykis %ab sin7y : (%albl siny) = ab : (a1b1). Vadinasi, tiesés
AC atkirsto trikampio plotas sudaro % didziojo trikampio ploto dalj, BC'" atkirsto —
dalj %, AB atkirsto — dalj %. Visi trys jie sudaro (15 + 6 +4) : 36 = % ploto.
Vadinasi, trikampiui ABC' lieka % ploto, t.y. % .36 cm? = 11 cm?.

Teisingas atsakymas A. H

Beje, jrodyti teiginiui apie atitinkamy krastiniy sandaugas nereikia né sinusy —
uztenka dukart pasiremti paprastu ir gerai zinomu teiginiu: jeigu dvieju trikampiy
aukstiné bendra, tai plotai sutinka kaip pagrindai.

2. Susikertantys penki apskritimai riboja devynias sritis. [ jas, po vienq j kiekvieng
srity, yra grasyti visi skaiciai nuo 1 iki 9 taip, kad bet kuriame

skritulyje jrasyty skaiciy suma yra 11. Koks skaicius yra jrasytas j srity, paiymétq
klaustuku?

A)5 B)6 C)7 D)8 E)9

Sprendimas. Imkime 9 taskus — 5 apskritimy centrus ir 4 lesiy formos sri¢iy centrus
ir juos is kairés | desine suzymeékime raidémis a, b, ¢, d, e, f, g, h, k. Atitinkamai pagal
tuos taskus sritis, taip pat ir skritulius (apskritimus) vadinsime ¢, e, g, k. Taip sunu-
meravus, kairiausia bus sritis a, desiniausia — sritis k, klaustukas atsidurs srityje e,
tuo paciu ir viduriniame skritulyje e.

Matome, kad du skritulius (a ir k) sudaro dvi sritys, o tris skritulius (¢, e ir g) —
trys sritys. Aisku, kad 9 (didziausias i$ jrasyty skai¢iy) negali atsidurti skritulyje,
sudarytame is trijuy sric¢iy, nes tada j ta skritulj jrasyty skaic¢iy suma buty ne mazesné
kaip 9 4+ 1 + 2 = 12. Vadinasi, 9 yra vienoje i$ sri¢iy a ir k. Dél simetrijos galime
laikyti, kad tai sritis a. Kadangi skritulio a skai¢iy suma 11, tai srityje b stovi 2.
Siekdami sutrumpinti perranka, nustatykime, kurioje srityje yra 1. Jeigu jo nebutu
bent viename is skrituliy e ir g, tai tame skritulyje skaiciy suma buty ne mazesné
kaip 3+4+5 = 12 — per didelé. Vadinasi, 1 priklauso abiem apskritimams e ir g, taigi
priklauso bendrai jy sriciai f. Bet tada 8 nepriklauso e ar g — trecias démuo buty 2
(jau uzimtas skai¢ius). Nepriklauso 8 ir skrituliui ¢ — tada tredias démuo buty 1.
Vadinasi, 8 stovi srityje k. Dabar jau automatiskai h = 3,¢g = 7. Skrituliui e nepri-
klauso 6 (tre¢ias démuo buty 11 — 6 — 2 = 3), taigi 6 yra srityje e. Tada srityje d yra
11—1—6 =4, o 5 lieka sriciai c¢. Gavome vienintelj déstinj, ir srityje e yra 6. Trum-
pai skai¢iy déstinj galime uzrasyti taip: (a,b,c,d,e, f,g,h, k) = (9,2,5,4,6,1,7,3,8).
Jeigu butume pradéje is desinés ir éme k£ = 9, gautume simetriska siam déstiniui
(a,b,c,d,e, f,g,h, k) =(8,3,7,1,6,4,5,2,9). Daugiau déstiniy, kaip jau jsitikinome,
néra, ir srityje e abiem atvejais stovi 6.

Teisingas atsakymas B. B

Kiek netikéta, kad sj uzdavinj galima spresti sudarius lygtis. Palike jsivestuosius
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Zyméjimus, turime:

a+b=11, (i)
b+c+d=11, (ii)
d+e+ f=11, (iii)
f+g+h=11, (iv)

h+k=11. (v)

Visos kintamuyju reikSmeés cia nuo 1 iki 9 ir nesikartoja, todél
a+b+ct+d+e+f+g+h+k=1+2+3444+54+6+7+8+9=45. (vi)

Kur gali sleptis 97 Tai tik a arba k (kitaip triju démenuy suma buty didesné uz 11).
Kadangi sistema (i)—(vi) simetriska (ji nesikeifia pakeitus a — k, b — h, ¢ — g,
d — f), tai galime laikyti, jog a = 9. ISsprende uzdavinj turésime dar neuZmirsti
simetrisko atsakymo.

Taigi a = 9, b = 2. I§ (vi) atéme (ii) ir (iv), turime

a+e+k=45-22=123, ty e+k=23—9=14.

IS Sia lygti tenkinandiy pory {9,5} ir {8, 6} neuzimta tik antroji (9 jau uzimtas), taigi
tik dar nezinome, kas yra e, o kas k. Bet (iii) lygtyje d + f > 1+ 3, todél e < 7,
vadinasi, e = 6. Tada k = 8, i (v) h = 3. Reiksme 7 atitikti gali tik ¢ ((iii) lygybei
ji per didele, o (ii) lygybeéje b = 2, ir kito 2 buti negali). Taigi g =7, f=1,e =6
(reikSmeé d = 6 per didelé (ii) lygciai), d = 4, ¢ = 5.

Kai a = 9, radome vienintelj sprendinj

(aab7cadaeafagah7k) = (97255745671577358)'

Dar yra simetriskas jam sprendinys (a, b, ¢, d, e, f,g,h, k) = (8,3,7,1,6,4,5,2,9). Abiem
atvejais e = 6.

3. Kvadratiné saknis /0,44 .. .4 (po kablelio stovi 100 ketverty) uzrasyta begaline
desimtaine trupmena. Kam lygus 100-asis trupmenos skaitmuo po kablelio?

A)1 B)2 C)6 D)7 E)9

Sprendimas. Ar sunkus Sis uzdavinys? Kaip konkursinis — nelabai: atspéti rei-
kiama skaitmenj paprasta. IS tikruju, skaic¢iy 0,44 ...4 (skliausta vartosime tik

100 vienody skaitmeny zyméjimui) vedame prie 0,99...9:0,44...4=4-0,11...1 =
S—— N—— S——

5-0,99...9. Todél  /0,44...4 = 2,/0,99...9 = 2y/1 —10-190. Kadangi 10719 —

mazas skaicius, tai %\/1 — 10190 vos vos* mazesnis %\/I, t.y. uz % =0,66..., ir jau
galime spéti, kad norimas skaic¢ius yra 6. H

Dabar pasiziurékime, kaip spresti ta uzdavinj grieztai. Jau jrodéme, kad

/0,44...4 < 0,66.... Reikia jsitikinti, kad tas ,vos vos“ tikrai mazas, ir mes,

atmete 10719 nenukrentame daug. Kitaip sakant, radome virSutinj rézj, o da-
bar raskime apatinj rézj. Uz ka gi didesnis skaicius 1/0,99...97 Jei skaicius a
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yra tarp 0 ir 1, tai a = Va Va-a < va-1 = /a. Taigi \/Ja > a, todeél

\/0 4.4 = \/o 99 .0 > § 0,99...9 = 0, 66 .6. Kadangi duotasis radika-

las yra tarp skaic¢iy 0,66...6 ir 0,666 ..., tai jo Simtasis skaitmuo po kablelio yra 6.
N —

Teisingas atsakymas C. B

O koks gi buty gilesnis uzdavinys? Aisku: ar galima nustatyti 101-ajj, 102-ajj ir
kitus skaitmenis po kablelio?

Pabandykime tai padaryti. Spresdami pradinj uzdavinj, rémémeés nelygybémis

l—x<vV1I—2<1,

bet ju uzteko tik 100-jam skaitmeniui nustatyti. Pabandykime parasyti tikslesnes
nelygybes. Kadangi

2\? 22 z\? T
l—xz=(1——= —— < |1—=), tai l—2<1——.
2 4 2 2

IS Sios nelygybés gauname

2 1 2
0,44...4=24/1-10"100 < Z(1—-=.1007100) = = —
—— 3 3( 2 3

—0,666...—0,00...0333...=0,66...6333....
N—— N——

[\)

Kadangi miisy = mazas, £2 ypa¢ mazas, skai¢iuodami atmetéme tik %2, tai galime
tiketis, kad 101-as skaitmuo bus 3.

Vis délto mums riipi apatinis rézis. Cia mums padés toks pavyzdys.

Sakykime, reikia 0,1 tikslumu apskai¢iuoti 1,173, Zinoma, galima nuobodziai dau-
ginti 1,17 - 1,17 - 1,17, bet galima prisiminti sumos kuba

(1+2)®=1+32+32> +2°

ir taikyti apytiksle formule
(1+2)%~1+4 3.

Jeigu reikia tikslumo 0,01, teks imti formule
(1+x)®~1+ 3z + 32°

(atlikite skaiciavimus savarankiskai).
Tai reiskia, kad musy atveju verta pabandyti kairéje prie 1 — 5 prirasyti kvadratinj
narj Cz?, o tada C parinkti taip, kad nelygybé

1—g—C$2< 11—z

buty teisinga su visais « € (0,1). Ieékome C: 1+% xQ +C?%t —2—2022+C23 < 1—x,
(2C — i)xQ > Cx® + Oz, 2C -1 > Oz + 2o 2 Kad $i nelygybé buty teisinga
visiems x tarp 0 ir 1, turi buti 2C 1=>C+ CQ, C?-C+1<0,(C-3)?%<0,
C = % Gavome nelygybe

2

X X X
-2 e T—z<1-2%
2 72 . 2
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Panasios nelygybés vadinamos Teiloro nelygybémis, o gauti daugianariai — Teiloro
daugianariais. Jie labai svarbus matematikoje, ir ne tik apytiksliuose skaic¢iavimuose.

O dabar pasiziurékime, ka pastaroji nelygybé sako apie musy radikalo 101-a ir
tolimesnius skaitmenis:  /0,44...4=2v1—-10"10 > 2(1—-1.107100—1.1072%) =

L107100 — 1. 10200 — 0 66...6333...—0,00...0333...=0,66...633...3.
S—— N—— S——
Kadangi 0,66...633...3 <  /0,44...4 < 0,66...633...3333..., tai 101-as,
S—— S~—— S——
102-as, ..., 200-as skaitmenys yra trejetai. H

4. Israiskoje 1 x 2% 3% 4% 5% 6% 7% 8% 9x 10 kiekvieng zZvagZdute reikia pakeisti
zenklu ,+“ arba Zenklu ,,-“. DidZiausig reiksme, kurig galima gauti, paZymékime N.
Kam lygus maziausias pirminis skaiciaus N daugiklis?

A)2 B)3 C)5 D)7 E) Kitas skaicius

Sprendimas. Aisku, kad pirma zvagzdute reikia keisti ,+*: juk vieneta dauginda-
mi i$ bet kurio skaic¢iaus ir gausime tg skaiciy, o vieneta pridéje — gausime vienetu
daugiau. Visur kitur geriau déti ne ,,+“, o ,,-“. Vadinasi, israiskos didziausia galima
reikSmé yra N =1+2-3-4-5-6-7-8-9-10. Kadangi antras démuo dalijasi is 2, o
pirmas — ne, tai N nesidalija i$ 2. Lygiai taip pat N nesidalija i$ 3, i$ 5, i§ 7. Vadinasi,
maziausias pirminis daugiklis yra kitas skaicius.

Renkameés atsakyma E. B

Matome, kad iSspresti uzdavinj buvo nesudétinga. Bet dabar saves paklauskime:
ar Siame uzdavinyje daug ,matematikos®* ? Visy pirma, jeigu tai buty ne konkurso
uzdavinys, tai mums reikéty ne dziaugtis, kad maziausias N daugiklis — tai ne 2, 3,
5 ar 7, o tiesiog nurodyti ta maziausia pirminj daugiklj (beje, jeigu N — pirminis
skaicius, tai ji ir gautume kaip atsakyma; jeigu N — sudétinis skaicius, tai ji galima
iSskaidyti pirminiais, o kadangi tame skaidinyje néra 2, 3, 5, 7, tai visi pirminiai
daugikliai bus ne mazesni uz sekantj pirminj, t.y. 11).

Mums nelieka nieko kita, kaip tikrinti is eilés pirminius skaicius, ir tikétis, kad tai
truks neypac ilgai. Pasirodo, kad musy skai¢ius N (beje, ji galima trumpai uzrasyti
taip: N = 1+410!) dalijasi is 11. Isitikinkime tuo. Raskime skaiciaus 10! dalybos i$ 11
liekana: skaic¢iy1-2-3-4-5-6-7-8-9-10, (21+2)(22+8)(35+1)(88+2),2-8-1-2,32
liekanos sutampa ir lygios 10. Vadinasi, 1 + 10! dalijasi is 11.

Teisingas atsakymas E. B

Dabar jau aisku, kad uzdavinio atsakyma E salygoje galima duoti ir tokj: 11. Nuo
to sprendime ne kazin kas pasikeisty.

Ir pagaliau keli matematiniai akcentai. Daznas olimpiadininkas zino Vilsono teo-
rema: Jeigu p — pirminis skaicius, tai (p—1)!+1 dalijasi is p. Musy atveju tai reiskia,
kad 10! + 1 dalijasi is 11.

Be to, auksciau nagrinéjome, kas daugiau: naturaliyjy skaic¢iy suma ar sandauga,
t.y. ab ar a +b. Nelygybé ab > a + b ekvivalenti ab—a —b >0, ab—a—b+1 > 1,
(a—1)(b—1) > 1. Vadinasi, sandauga visada didesné, iSskyrus 2 atvejus: 1) kai a =1
(arba b= 1, arbaa =11ir b =1), 2) kai a = b = 2. Mums teprireiké 1) atvejo.
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SUMMARY

Review of the Kangaroo competition-2010
J.J. Macys, J. SuSinskas
The most interesting tasks of the Lithuanian Kangaroo competition-2010 are considered.
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