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Santrauka. Straipsnyje pateikiama kreiviniy integraly geometriné interpretacija. Pirmo-
jo tipo kreivinis integralas interpretuojamas kaip tam tikro cilindrinio pavirsiaus trimatéje
erdvéje plotas, o antrojo tipo kreivinis integralas kaip to paties pavirsiaus projekcijy i ati-
tinkamas koordinatines plokstumas ploty suma.

Raktiniai zodziai: kreivinis integralas, geometriné interpretacija.

Jau mokykloje mokiniai zino, kad apibréztinis integralas f; f(x) dx yra kreivines
trapecijos x = a, x = b, y = 0 ir y = f(z) plotas. Universitete pirmakursiams ma-
tematinés analizés paskaitose apibréziamas apibréztinis integralas kaip integralinés
sumos riba nepriklausomai nuo to, koks integralas yra déstomas - Lebego, Rima-
no arba pasirinktas treciasis variantas pagal V.Mackeviciaus [4] knyga ,Integralas ir
matas®.

Antrame kurse matematinés analizés paskaitose déstomas dvilypis integralas geo-
metriskai interpretuojamas kaip tam tikros trimatés figuros turis. Toliau déstomi
kreiviniai integralai. Daugumoje vadovéliu [4, 2, 1, 6, 3, 5] yra pateikiama kreivi-
niy integraly fizikiné prasmeé: pirmojo tipo kreivinis integralas reiskia kreivés mase,
o antrojo tipo kreivinis integralas darba. Taciau nei viename matematinés analizés
vadovélyje neteko matyti siy integraly geometrinés interpretacijos. Fizikos ir mate-
matikos studentai daznai manes klausdavo, ka reiskia tie kreiviniai integralai, kokia
ju prasmeé. Siame straipsnyje yra pateikiama kreiviniy integraly geometriné interpre-
tacija.

Pirmiausia pradésime nuo apibrézimo. Pirmojo tipo kreivinio integralo apibrézi-
mas daugumoje vadovéliy pateikiamas toks:
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Man priimtinesnis yra V. Iljino, E. Pozniako [2] knygoje pateiktas pirmojo tipo krei-
vinio integralo apibrézimas kaip integralinés sumos riba, kadangi visi iki tol déstyti
integralai buvo pateikiami kaip integraliniy sumy ribos. [2] knygoje po to jau yra
irodoma, kad pirmojo tipo kreivinis integralas yra lygus (1) formulés deSinei pusei.
Plokstumoje Oxy imkime kreive [, aprasoma parametrinémis lygtimis

z=9¢(t), y=1@), (2)

a <t <b. Tarkime, kad f(x,y) yra apibrézta kreivéje [. Paprastumo délei tarkime,
kad f(x,y) > 0. Intervala [a,b] suskaidome | n intervaly a =t; < to < --- < t, =Db.
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Tokiu budu kreivé [ padalijama j n (2) daliy, kur ¢,—1 < ¢ < t;. Kiekvienoje dalyje
laisvai pasirinkime taska (£, %) , kurio koordinates atitinka & = p(x), nx = ¥ (1),
tr—1 < 1, < tg. Al pazymékime k-osios kreivés dalies lanko ilgj. Integralinés sumos
riba (jei egzistuoja)

lim > f (Ers ) Al (3)

kai didziausias ilgis Al artéja prie nulio yra vadinama pirmojo tipo kreiviniu in-
tegralu. (2) lygtys yra kreivé plokstumoje Oxy. Taciau trimatéje erdvéje Oxyz (2)
uzrasas reiskia cilindrinj pavirsiy, kadangi néra vienos koordinateés (t.y. néra treciosios
koordinatés z).

Funkcijos z = f(z,y) grafika galime apibrézti analogiskai vienmaciam atvejui
z = f(z). Funkcijos z = f(z,y) grafiku vadinsime skaiiy trejetus (z,y, f(z,y)), ati-
détus trimatéje erdvéje Oxyz. Tokio grafiko geometriné interpretacija yra pavirsius,
jei funkcija f(z,y) yra pakankamai , gera®, pvz., glodi. Kiekvienas démuo (3) formu-
1eje f(&x,mk) Al yra kreivinio staciakampio plotas. Sio staciakampio dvi priesingos
krastines yra f (&g, nx) ilgio, tredia krastiné yra (2) kreive t,_1 < t < ¢ plokStumoje
z = 0, ketvirta krastiné yra ta pati kreive, tik plokstumoje z = f (&, nk)- Cia sugal-
vota savoka ,kreivinis staciakampis“ yra analogas savokos ,kreiviné trapecija“.

Taigi i$ Siy samprotavimy ir (3) apibrézimo iSplaukia, kad pirmojo tipo kreivinis
integralas yra (2) cilindrinio pavirsiaus plotas a < t < b, kurj riboja plokstuma z = 0
ir pavirsius z = f(z,y). Atskiru atveju, kai (2) kreivé yra uzdara, t.y. ¢(a) = ¢(b),
(a) = 1(b), gauname, kad pirmojo tipo kreivinis integralas yra tam tikros trimatés
cilindrinés figuros Soninio pavirsiaus plotas.

Analogiskai [2] knygoje yra apibréziamas antrojo tipo kreivinis integralas. Papras-
tumo délei tarkime, kad tiesés y = const, © = const (2) kreive kerta ne daugiau kaip
viename taske ir didéjant parametrui ¢ didéja funkcijos ¢(t) ir (). Antrojo tipo
kreivinio integralo

[ty as (1)
esminis skirtumas nuo (3) pirmojo tipo kreivinio integralo apibrézimo yra tas, kad
Al yra keiciamas | Axy, t.y. k-oji kreivés dalis yra projektuojama j x asj. Kreivinis
staciakampis i§ (3) apibrézimo bus projektuojamas i Oxzz koordinating plokStuma.
Taigi (4) antrojo tipo kreivinis integralas bus lygus tos pacios cilindrinés figuros, ap-
rasytos pirmojo tipo kreivinio integralo interpretacijoje, projekcijos Oxz plokstumoje
plotas.
Analogiskai, antrojo tipo kreivinj integralg
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galime interpretuoti kaip tos pacios figuros projekcijos Oyz plokstumoje plota.
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SUMMARY

Geometric interpretation of integrals

G. Puriuskis

There are considered the geometric interpretation of curvilinear intels of first and second type. The

integrals first type are interpretated like area of cilindric figure, the integrals of second type — like
area of projection of the same cilindric figure to the coordinate plane.
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