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Santrauka. Straipsnyje nagrinéjamos netiesinés diferencialinés lygtys, aprasancios savai-
minius svyravimus, atsirandancius chemineés reakcijos — briuseliatoriaus metu. Atlikta briu-
seliatoriaus dinamikos lygciy tiesiné analizé. Netiesiné siy lygciy analizé atlikta taikant
bifurkaciju teorijg ir gauta apytikrio sprendinio iSraiska.

Raktiniai zodziai: Briuseliatorius, netiesinés diferencialinés lygtys, periodiniai sprendiniai.

Ivadas

Cheminés reakcijos metu reaguojanciy cheminiy medziagy tankiai paprastai didéja
arba mazéja, todél pra¢jus pakankamai ilgam laiko tarpui reakcija uzgesta. Taciau
yra ir tokiy cheminiy reakcijy, kuriose dalyvaujanciy medziagy tankiai osciliuoja, t.y.
reakcija periodiskai vyksta tai i viena, tai i kita puse. Juy pagalba 1967 m. Briu-
selio mokslininkai I. Prigogine, G. Nicolis ir R. Lefever [3] sukuré briuseliatoriy. Jis
aprasomas netiesiniy diferencialiniy lygé¢iy sistema, kuri nusako reakcijos produkty
tankio kitima laikui bégant.

Manoma, jog kiekviena gyva sistema sudaryta is Simty cheminiy osciliatoriy. Dau-
guma Siy reakcijy atkartoja gyvu organizmy periodinius reiskinius: Sirdies plakima,
hormony koncentracijos svyravimus, kraujo gamybos procesy dinamika ir kt.

1 Briuseliatoriaus modelis

Briuselio mokyklos pasiulytas cheminiy reakcijy modelis gerai apraso autosvyravimus
ir erdviniy sandary susidaryma. Realioms sistemoms sis modelis ryskiai supaprastina
situacija, bet kokybiskai jis gerai iliustruoja parametry kitimo vaidmenj [1]. Briuse-
liatoriaus modelj [4] nusako tokios keturios elementarios reakcijos:

AdL x BrX <& vy,
IX +Y 453X, X &4 p

¢ia A ir B yra reaguojanciosios medziagos, D ir E' — galiniai reakcijos produktai, X ir
Y — tarpiniai produktai. Tarkime, kad A ir B tolygiai pasiskirsto sistemoje, o D ir F
is karto pasalinami. Tada A ir B medziagy koncentracija yra pastovi, o D ir E — lygi
nuliui, todeél atvirkstiniy reakcijy galime nepaisyti. Reakcijuy spartos koeficientai k;
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yra i$ anksto zinomi dydziai ir jie nepriklauso nuo reakcijoje dalyvaujanciy medziagy
kiekio ar jy santykio misinyje.
Nagrinéjama diferencialiniy lygéiy sistema:

%:AJrXQYf(BJrk)X, (D)
dy
— =BX - X?%. 2
o 2

2 Tiesiné analizé

Pakeitimais x = X — A/k, y =Y — Bk/A koordinaciy pradzia perkelkime j pusiau-
svyros busena C'(A/k; Bk/A). Gauname:

Bk 24 A\?
”'”:IQ?/*ZIQ*W“(B"“)“(E) v &
. Bk 24 A\®
§=—a’y — 7:02 - Bz — (E) Y. 4)

Randame Sios sistemos tiesinés dalies charakteringaja lygti
A+ (k+ (AJk)? = B)A+ A%k = 0. (5)
Savaiminiai svyravimai nagrinéjamoje sistemoje atsiras tik tuo atveju, jei diferen-

cialiniy lygciy sistemos (3)—(4) tiesinés dalies charakteringoji lygtis turés dvi komp-
leksines Saknis. Tarkime, tokia situacija musy atveju yra jmanoma. Tada lygtis (5)

turés Saknis:
1 A2 A2 1 A2\ ?
= (B-k-—= )+ = (B-k-2=).
A2 2( g kQ) ’\/k 4< g k2> ©

Ivedus maza parametra ¢ = B — k — A?/k?, lygties (5) Saknys:

1 A2 g2
)\172—§Eil ?—Z (7)

Diferencialiniy lygciy sistema turés periodinj sprendinj tik tada, kai charakterin-
goji lygtis turés kompleksiniy jungtiniy Saknuy pora, todél reikalaujame, kad buty
patenkintos salygos:

A% &2 A?

== = >o. 8

A 1 > 0, A >0 (8)
Prie Siy salygu (5) lygtis turi kompleksiniy jungtiniu Sakny pora: A(e) = 7(¢) +io(e),

Ae) = 7() —io(e), éa 7(e) = 3eir o(e) = /42 — & yra parametro ¢ funkcijos i

1 A2
Ezozg#o, 00 =0(0) = /7= >0. ©)
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tenkina salygas:
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Sistemos (3)—(4) tiesine dalj uzrasome matriciniu pavidalu:
A)?2 Ay2
Z2=A(e) -z, kur A(e) = ( (k)A+2€ (’“A) 2), z= <Z>
k(@) e @) y

Matricos A9 = A(0) ir jai prijungtinés matricos Aj (misy atveju AZ) tikriniai vek-
toriai eg ir ho atitinkamai, kurie tenkina lygybes Apeq = iogeq, —Aiho = iooho:

_ 1 . 0 o 1 . Uo/k'
aw= ()i (i) o= (o) +i (00)- (10)
Tarkime, E1(t) ir E2(t) yra tiesiniy diferencialiniy lygciy sistemos
2(t) =Ap -z 1)

tiesiskai nepriklausomi 27 /o — periodiniai sprendiniai, o funkcijos Hy (t) ir Hz(t) yra
prijungtinés tiesiniy diferencialiniy lygéiy sistemos

() =—-Af -z (12)
27 /oo — periodiniai sprendiniai.
Is ortogonalumo salygos:
0, k#J, .
(hkaej)(skj{l, k':j, ka]:]-aQ (13)

Gauname, kad

B (i cos opt Bt sin ot u
1(t) = —cosaot—aﬁosinaot ’ 2(t) = —sinaot—l—aﬁocosaot ’ (4

sin oot + 32 cos aot)

0 = ("7,

cos opt — %2 sinogt (15)
- COS aot

COR

T sin O'()t

3 Netiesiné analizé

Toliau nagrinésime sistema (3)—(4). Ivedus i ja parametra e = B—k— A% /k? gauname
sistema pavidalu:

2(t) = A(e) - 2(t) + D(2(1); ). (16)

Kai e = 0, turime:

A 2
x(z) (:E+y)+:cy+< > +—:Ey, (17)

. A\? A\® K2\ , 24
(@) ) (@ () o

Matricinis Sios sistemos pavidalas:
2= Agz + @Q(Z), (19)
kur vektorius @ (z) = &(z;0).
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Toliau pasiremsime bifurkacijy teorija, iSvystyta jvairioms diferencialiniy lygciu
klaséms monografijose [2, 5]. Matricinéje lygtyje (19) normuojame laika, t.y. atlieka-
me keitima

t= (]. + 0052)7'.

Gauname lygtj:
2= (1+co€®) (Aoz + P(2)). (20)

I (20) jstatome israiska
2(7,€) = EB(7) + €222(7) + € (23(7) + doTEx (7)), @1

kur ¢g ir dy — tam tikri pastovus dydziai, o

0= (). 420

Surenkame lygtyje (20) koeficientus prie £2. Gauname diferencialiniy lygéiy siste-
ma:

A\? KA A
1.'2(7') = <E> (1’2 + y2) + (Z — E) COS2 ooT — 0‘_0 sin 20’()7’, (22)

, A\° AN? KA\, A
Y2(7) :—((z) +k)$2— (z) Y2 — (E_E) cos aoT—I—U—Osm2007. (23)

Sios sistemos sprendinio ieSkome pavidale

xo(T) = ABQ) + Agi) sin 2097 + Aéi) Cos 2007, (24)
yo(7) = 382) + Béi) sin 2097 + Béi) CcoS 200T. (25)

Istate iSraiskas (24)—(25) j sistema (22)—(23) ir prilygine koeficientus prie vienoduy
harmoniky, gauname Sesiy tiesiniy lygciy sistema koeficientams A(()Q), A(QQS), A(Qi), B(()2),
Béi), Béi) nustatyti. Jg iSsprende, gauname:

A2 k) 2 Ak

4® _ 4@ _ ool 4@

o =0 25 A(A? — dko?)’ 2e A2 — 4ko}’

p® _ KA K)oy AR —of) + R0 o) k(5AT - K
VR 7 Agg(A? — 4ko?) 2 T 2A(A? — 4ko?)’

Toliau lygtyje (20) surenkame koeficientus prie £2. Kad gautoji diferencialiniy lygéiu
sistema turéty 2w /o( periodinj sprendinj, butina ir pakankama, kad buty patenkintos
lygybés:

2
2 0

(F(T), H; (T)) dr =0, (26)
ago 0
2T [ (), Hy(r)) dr = 0, @7
ago 0
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kur F(7) € R? — gautos sistemos nehomogeniné dalis. I salygu (26)—(27) vienareiks-
miskai nustatome dydzius cg ir dp:

—2k3n5 + AQ’I’LG

do = 28
0 10A2n1 ) ( )
1 (o) 1 2 m™™ns 2 3
= —ng — ~k*ng — ——— (A%ng — 2k 29
@ = e (A”7 g 10A200( 16 ) ). (29

¢iang = A2 —4ko2, ny = A2+ ko, ny = A2 —ko32, ny = 942 —4ko?, ns = 5A% —8ko3,
ne = TA% — 4k08, ny = (AQIC + A2O'0 — kBO'o)(AQk — A20'0 -+ k}SO'o).

1 teorema. (Zr. [5].) Esant || < ey galioja tokie teiginiai:

1. Jei etidy < 0, tai lygtis (16) turi vienintely perioding sprending

(,2) = | TE B () ~ () 1 o), (30)
0 0
kur , )
7[1—(@+@)5] —t. @31)
do ago

2. Sis sprendinys stabilus, jei dy < 0, ir nestabilus, jei dy > 0.
Musy atveju periodinis sprendinys X (¢,¢) = x(t,e)+A/k, Y (t,e) = y(t,e)+Bk/A:

/

/
A
X(t,e) = T0° cos o0T — ;E (A(Q) + A(QQS) sin 2007 + A(z?:) cos2007) + o(e) + o
(32)
\/ o)
— COSOogT — — sin ooT
o0
Bk
( 25 ) sin 2007 + B( ) cos 2007) + o(e) + —. (33)

A

Sistemos (1)—(2) perlodlmal sprendiniai, rasti taikant bifurkacijy teorija, pavaiz-
duoti grafiskai 1 ir 2 pav. Matyti, jog gauti teoriniy sprendiniy grafikai gerai sutampa
su Rungés—Kuta metodo pagalba gautais sprendiniais (4 = 0.2, B = 0.76, k = 0.5).

X(t)
— — X(t) bif.

T T T T T T T T T 1
0.00 10.00 20.00 30.00 40.00 50.00 60.00 70.00 80.00 90.00 100.00
t

1 pav. Periodinis X (¢) sprendinys.
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Y(t) Y(t)
2.40 — — Y{t) bif.

2.00
1.60

1.20

0.80

0.40 4

0.00 T T T T T T 1
0.00 10.00 20.00 30.00 40.00 50.00 60.00 70.00 80.00 90.00 100.00
t

2 pav. Periodinis Y (¢) sprendinys.
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SUMMARY
Chemical reaction dynamics: analysis of the brusselator model
L. Stonkiené, D. Svitra

It is observed the differential equations system. The stable periodic solution of the nonlinear diffe-
rential equations system is constructed, which is based on the theory of bifurcations.

Keywords: Brusselator, nonlinear differential equations, periodic solution.
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