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Santrauka. Straipsnyje nagrinėjamos netiesinės diferencialinės lygtys, aprašančios savai-
minius svyravimus, atsirandančius cheminės reakcijos – briuseliatoriaus metu. Atlikta briu-
seliatoriaus dinamikos lygčių tiesinė analizė. Netiesinė šių lygčių analizė atlikta taikant
bifurkacijų teoriją ir gauta apytikrio sprendinio išraiška.

Raktiniai žodžiai: Briuseliatorius, netiesinės diferencialinės lygtys, periodiniai sprendiniai.

Įvadas

Cheminės reakcijos metu reaguojančių cheminių medžiagų tankiai paprastai didėja
arba mažėja, todėl praėjus pakankamai ilgam laiko tarpui reakcija užgęsta. Tačiau
yra ir tokių cheminių reakcijų, kuriose dalyvaujančių medžiagų tankiai osciliuoja, t.y.
reakcija periodiškai vyksta tai į vieną, tai į kitą pusę. Jų pagalba 1967 m. Briu-
selio mokslininkai I. Prigogine, G. Nicolis ir R. Lefever [3] sukūrė briuseliatorių. Jis
aprašomas netiesinių diferencialinių lygčių sistema, kuri nusako reakcijos produktų
tankio kitimą laikui bėgant.

Manoma, jog kiekviena gyva sistema sudaryta iš šimtų cheminių osciliatorių. Dau-
guma šių reakcijų atkartoja gyvų organizmų periodinius reiškinius: širdies plakimą,
hormonų koncentracijos svyravimus, kraujo gamybos procesų dinamiką ir kt.

1 Briuseliatoriaus modelis

Briuselio mokyklos pasiūlytas cheminių reakcijų modelis gerai aprašo autosvyravimus
ir erdvinių sandarų susidarymą. Realioms sistemoms šis modelis ryškiai supaprastina
situaciją, bet kokybiškai jis gerai iliustruoja parametrų kitimo vaidmenį [1]. Briuse-
liatoriaus modelį [4] nusako tokios keturios elementarios reakcijos:

A
k1⇐⇒ X, B +X

k2⇐⇒ Y +D,

2X + Y
k3⇐⇒ 3X, X

k4⇐⇒ E,

čia A ir B yra reaguojančiosios medžiagos, D ir E – galiniai reakcijos produktai, X ir
Y – tarpiniai produktai. Tarkime, kad A ir B tolygiai pasiskirsto sistemoje, o D ir E
iš karto pašalinami. Tada A ir B medžiagų koncentracija yra pastovi, o D ir E – lygi
nuliui, todėl atvirkštinių reakcijų galime nepaisyti. Reakcijų spartos koeficientai ki
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yra iš anksto žinomi dydžiai ir jie nepriklauso nuo reakcijoje dalyvaujančių medžiagų
kiekio ar jų santykio mišinyje.

Nagrinėjama diferencialinių lygčių sistema:

dX

dt
= A+X2Y − (B + k)X, (1)

dY

dt
= BX −X2Y. (2)

2 Tiesinė analizė

Pakeitimais x = X − A/k, y = Y − Bk/A koordinačių pradžią perkelkime į pusiau-
svyros būseną C(A/k;Bk/A). Gauname:

ẋ = x2y +
Bk

A
x2 +

2A

k
xy + (B − k)x+

(

A

k

)2

y, (3)

ẏ = −x2y −
Bk

A
x2 −

2A

k
xy −Bx−

(

A

k

)2

y. (4)

Randame šios sistemos tiesinės dalies charakteringąją lygtį

λ2 +
(

k + (A/k)2 −B
)

λ+A2/k = 0. (5)

Savaiminiai svyravimai nagrinėjamoje sistemoje atsiras tik tuo atveju, jei diferen-
cialinių lygčių sistemos (3)–(4) tiesinės dalies charakteringoji lygtis turės dvi komp-
leksines šaknis. Tarkime, tokia situacija mūsų atveju yra įmanoma. Tada lygtis (5)
turės šaknis:

λ1,2 =
1

2

(

B − k −
A2

k2

)

± i

√

A2

k
−

1

4

(

B − k −
A2

k2

)2

. (6)

Įvedus mažą parametrą ε = B − k −A2/k2, lygties (5) šaknys:

λ1,2 =
1

2
ε± i

√

A2

k
−

ε2

4
. (7)

Diferencialinių lygčių sistema turės periodinį sprendinį tik tada, kai charakterin-
goji lygtis turės kompleksinių jungtinių šaknų porą, todėl reikalaujame, kad būtų
patenkintos sąlygos:

A2

k
−

ε2

4
> 0,

A2

k
> 0. (8)

Prie šių sąlygų (5) lygtis turi kompleksinių jungtinių šaknų porą: λ(ε) = τ(ε)+ iσ(ε),

λ̄(ε) = τ(ε) − iσ(ε), čia τ(ε) = 1

2
ε ir σ(ε) =

√

A2

k
− ε2

4
yra parametro ε funkcijos ir

tenkina sąlygas:

τ(0) = 0, τ ′0 =
d

dε
τ(ε)

∣

∣

∣

∣

ε=0

=
1

2
6= 0, σ0 = σ(0) =

√

A2

k
> 0. (9)
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Sistemos (3)–(4) tiesinę dalį užrašome matriciniu pavidalu:

ż = A(ε) · z, kur A(ε) =

(

(A
k

)2

+ ε (A
k
)2

−k − (A
k

)2
− ε −(A

k
)2

)

, z =

(

x
y

)

.

Matricos A0 = A(0) ir jai prijungtinės matricos A∗

0
(mūsų atveju AT

0
) tikriniai vek-

toriai e0 ir h0 atitinkamai, kurie tenkina lygybes A0e0 = iσ0e0, −A∗

0h0 = iσ0h0:

e0 =

(

1
−1

)

+ i

(

0
k/σ0

)

, h0 =

(

1
0

)

+ i

(

σ0/k
σ0/k

)

. (10)

Tarkime, E1(t) ir E2(t) yra tiesinių diferencialinių lygčių sistemos

ż(t) = A0 · z (11)

tiesiškai nepriklausomi 2π/σ0 – periodiniai sprendiniai, o funkcijos H1(t) ir H2(t) yra
prijungtinės tiesinių diferencialinių lygčių sistemos

ż(t) = −A∗

0 · z (12)

2π/σ0 – periodiniai sprendiniai.
Iš ortogonalumo sąlygos:

(hk, ej) = δkj =

{

0, k 6= j,
1, k = j,

k, j = 1, 2. (13)

Gauname, kad

E1(t) =

(

cosσ0t

− cosσ0t−
k
σ0

sinσ0t

)

, E2(t) =

(

sinσ0t

− sinσ0t+
k
σ0

cosσ0t

)

, (14)

H1(t) =

(

cosσ0t−
σ0

k
sinσ0t

−σ0

k
sinσ0t

)

, H2(t) =

(

sinσ0t+
σ0

k
cosσ0t

σ0

k
cosσ0t

)

. (15)

3 Netiesinė analizė

Toliau nagrinėsime sistemą (3)–(4). Įvedus į ją parametrą ε = B−k−A2/k2, gauname
sistemą pavidalu:

ż(t) = A(ε) · z(t) + Φ
(

z(t); ε
)

. (16)

Kai ε = 0, turime:

ẋ =

(

A

k

)2

(x + y) + x2y +

(

A

k
+

k2

A

)

x2 +
2A

k
xy, (17)

ẏ = −

((

A

k

)2

+ k

)

x−

(

A

k

)2

y − x2y −

(

A

k
+

k2

A

)

x2 −
2A

k
xy. (18)

Matricinis šios sistemos pavidalas:

ż = A0z + Φ0(z), (19)

kur vektorius Φ0(z) = Φ(z; 0).
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Toliau pasiremsime bifurkacijų teorija, išvystyta įvairioms diferencialinių lygčių
klasėms monografijose [2, 5]. Matricinėje lygtyje (19) normuojame laiką, t.y. atlieka-
me keitimą

t =
(

1 + c0ξ
2
)

τ.

Gauname lygtį:
ż =

(

1 + c0ξ
2
)(

A0z + Φ(z)
)

. (20)

Į (20) įstatome išraišką

z(τ, ξ) = ξE1(τ) + ξ2z2(τ) + ξ3
(

z3(τ) + d0τE1(τ)
)

, (21)

kur c0 ir d0 – tam tikri pastovūs dydžiai, o

zk(τ) =

(

xk(τ)

yk(τ)

)

, k = 2, 3.

Surenkame lygtyje (20) koeficientus prie ξ2. Gauname diferencialinių lygčių siste-
mą:

ẋ2(τ) =

(

A

k

)2

(x2 + y2) +

(

k2

A
−

A

k

)

cos2 σ0τ −
A

σ0

sin 2σ0τ, (22)

ẏ2(τ) = −

((

A

k

)2

+ k

)

x2 −

(

A

k

)2

y2 −

(

k2

A
−

A

k

)

cos2 σ0τ +
A

σ0

sin 2σ0τ. (23)

Šios sistemos sprendinio ieškome pavidale

x2(τ) = A
(2)

0
+A

(2)

2s sin 2σ0τ +A
(2)

2c cos 2σ0τ, (24)

y2(τ) = B
(2)

0
+B

(2)

2s sin 2σ0τ +B
(2)

2c cos 2σ0τ. (25)

Įstatę išraiškas (24)–(25) į sistemą (22)–(23) ir prilyginę koeficientus prie vienodų
harmonikų, gauname šešių tiesinių lygčių sistemą koeficientams A(2)

0
, A(2)

2s , A(2)

2c , B(2)

0
,

B
(2)

2s , B(2)

2c nustatyti. Ją išsprendę, gauname:

A
(2)

0
= 0, A

(2)

2s =
σ0(A

2 − k3)

A(A2 − 4kσ2

0
)
, A

(2)

2c = −
2Ak

A2 − 4kσ2

0

,

B
(2)

0
=

k(A2 − k3)

2A3
, B

(2)

2s =
A2(k2 − σ2

0
) + k3σ2

0

Aσ0(A2 − 4kσ2

0
)

, B
(2)

2c =
k(5A2 − k3)

2A(A2 − 4kσ2

0
)
.

Toliau lygtyje (20) surenkame koeficientus prie ξ3. Kad gautoji diferencialinių lygčių
sistema turėtų 2π/σ0 periodinį sprendinį, būtina ir pakankama, kad būtų patenkintos
lygybės:

2π

σ0

∫ 2π

σ0

0

(

F (τ), H1(τ)
)

dτ = 0, (26)

2π

σ0

∫ 2π

σ0

0

(

F (τ), H2(τ)
)

dτ = 0, (27)
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kur F (τ) ∈ R
2 – gautos sistemos nehomogeninė dalis. Iš sąlygų (26)–(27) vienareikš-

miškai nustatome dydžius c0 ir d0:

d0 =
−2k3n5 +A2n6

10A2n1

, (28)

c0 =
1

n1n2

(

σ0

A
n7 −

1

4
k2n4 −

πn3

10A2σ0

(

A2n6 − 2k3n5

)

)

, (29)

čia n1 = A2−4kσ2

0, n2 = A2+kσ2

0 , n3 = A2−kσ2

0, n4 = 9A2−4kσ2

0, n5 = 5A2−8kσ2

0 ,
n6 = 7A2 − 4kσ2

0
, n7 = (A2k +A2σ0 − k3σ0)(A

2k −A2σ0 + k3σ0).

1 teorema. (Žr. [5].) Esant |ε| 6 ε0 galioja tokie teiginiai:

1. Jei ετ ′
0
d0 < 0, tai lygtis (16) turi vienintelį periodinį sprendinį

z(t, ε) =

√

−τ ′
0
ε

d0
E1(τ)−

τ ′0ε

d0
z2(τ) + o(ε), (30)

kur

τ

[

1−

(

τ ′0c0
d0

+
σ′

0

σ0

)

ε

]

= t. (31)

2. Šis sprendinys stabilus, jei d0 < 0, ir nestabilus, jei d0 > 0.

Mūsų atveju periodinis sprendinys X(t, ε) = x(t, ε)+A/k, Y (t, ε) = y(t, ε)+Bk/A:

X(t, ε) =

√

−τ ′
0
ε

d0
cosσ0τ −

τ ′0ε

d0

(

A
(2)

0
+A

(2)

2s sin 2σ0τ +A
(2)

2c cos 2σ0τ
)

+ o(ε) +
A

k
,

(32)

Y (t, ε) =

√

−τ ′
0
ε

d0

(

− cosσ0τ −
k

σ0

sinσ0τ

)

−
τ ′0ε

d0

(

B
(2)

0
+B

(2)

2s sin 2σ0τ +B
(2)

2c cos 2σ0τ
)

+ o(ε) +
Bk

A
. (33)

Sistemos (1)–(2) periodiniai sprendiniai, rasti taikant bifurkacijų teoriją, pavaiz-
duoti grafiškai 1 ir 2 pav. Matyti, jog gauti teorinių sprendinių grafikai gerai sutampa
su Rungės–Kuta metodo pagalba gautais sprendiniais (A = 0.2, B = 0.76, k = 0.5).

1 pav. Periodinis X(t) sprendinys.
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2 pav. Periodinis Y (t) sprendinys.
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SUMMARY

Chemical reaction dynamics: analysis of the brusselator model
L. Stonkienė, D. Švitra

It is observed the differential equations system. The stable periodic solution of the nonlinear diffe-
rential equations system is constructed, which is based on the theory of bifurcations.

Keywords: Brusselator, nonlinear differential equations, periodic solution.
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