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Politominio diagnostinio testo matematinis modelis
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Santrauka. Sitiloma politominiy diagnostiniy operatoriy kaip universalios testavimo prie-
monés kiirimo technologija pagal esamus empirinius duomenis. Diagnostiniai operatoriai turi
tenkinti aksiomas, kurios formuluojamos remiantis testo validumo principu. Sitloma meto-
dika leidzia prognozuoti testo rezultato tikimybinj skirstinj ir testo teikiamos informacijos
kiekj.

Raktiniai zodziai: matavimai, diagnostiniai operatoriai, tikimybinis skirstinys, matematinis mo-

deliavimas.

1. Autoriy darbuose [2, 6, 4] buvo pasiulyta diagnostiniy testy konstravimo metodika,
leidzianti maksimizuoti gaunamos apie tam tikra matuojamajj pozymj (konstrukta)
informacijos kiekj. Pagrindinés modelio prielaidos buvo dvi: 1) diagnozuojamas po-
Zymis reiskiamas realiuoju skaic¢iumi p € [0, 1] ir 2) diagnostiniai operatoriai apibu-
dinami nemazéjanciomis funkcijomis d;(p) : [0,1] — [0, 1]. Funkciju d;(p) prasmé —
tikimybé teisingai atsakyti j atitinkama testo klausima, esant matuojamojo pozymio
reikSmei p. Reikalavimas, kad teisingo atsakymo tikimybé yra nemazesné, jei yra
aukstesnis pozymio lygmuo p (t.y. d;(p1) < d;(p2), kai p1 < p2) atitinka testo validu-
mo [1] principa: kiekvienas testo klausimas turi matuoti butent tai kam skirtas Sitas
testas.

Testui konstruoti is tam tikro diagnostiniy operatoriy rinkinio pasirenkamos funk-
cijos (klausimai) di,da,...,d,, taip, kad jgytu maksimalia reikSme entropijos [8]
funkcija (5), esant apriorinei informacijai apie matuojamojo pozymio pasiskirstyma
testuojamoje populiacijoje. Pasiulytos metodikos privalumas — néra grieztuy reika-
lavimy funkcijy d; klasems: jos gali buti labai jvairios ir pakankamai paprastomis
formulémis reiskiamos funkcijos [6, 3]. Tac¢iau esminis modelio trukumas — du reika-
lavimai diagnostiniams operatoriams d;: jie turi buti dichotominiai ir nepriklausomi.
Sie reikalavimai gana rimtai apriboja metodikos taikyma praktikoje. Diagnostiniai
operatoriai daznai yra tam tikry sukaupty dalykiniy ziniy arba matavimy technolo-
gijy rezultatas. Pavyzdziui, medicinoje, sociologijoje, ekonomikoje, technikoje diag-
nostinis operatorius gali buti tokio pavidalo funkcija®

o fjv kalp S [pgj)vpéj)]a
fe) = {o, kai p ¢ [0, 1], M

1 Taj reiskia, kad jei p igyja reiksmes i§ tam tikro intervalo, tai funkcijos reikdmeé, pavyzdziui,
ekonominis indeksas lygus nurodytai reiksmei.
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¢ia p(lj) < p( 7 (J D« p . Autoriuy darbe [4] parodyta kaip is (1) funkcijy galima

konstruoti dlchotomlmus dlagnostlmus operatorius (poZymius), tac¢iau akivaizdu, kad
tokiy pozymiy nepriklausomumo reikalavimas néra pagristas.

Sio darbo tikslas — apibendrinti testo matematinj modelj [2, 6, 4] atvejui, kai
diagnostiniai operatoriai yra dichotominiuy klausimy (t.y. i kiekviena bloko klausima
galimi tik du atsakymai taip arba ne) blokai, taciau klausimai viename bloke gali buti
priklausomi. Sis modelis vadinamas politominiu.

2. Pazymékime d(p) — surinkty baly skai¢iy (iS bloko klausimy) esant reiksmei p.
Testo politominiu diagnostiniu operatoriumi (klausimuy bloku) vadiname vektoriy

D(p) = (do(p),d1(p), ..., dm(p)),

¢ia m — klausimu skaicius bloke, di(p) — tikimybé, kad esant matuojamojo dydzio
reikSmei p bus teisingai atsakyta lygiai j & (k = 0,1,...,m) bloko klausimuy. Taigi
turime diskretyjj skirstinj:

k I A S R
P{d(p) =k} | do(p) | di(p) | -+ | dm(p)
0 <di(p) <1, de@)zl

k=0

Suformuluokime kitus reikalavimus funkcijoms dj(p):

(Ar) dim(p) yra nemazéjancioji kintamojo p € [0, 1] funkeija;
(Ao) do(p) yra nedidéjancioji funkcija;

(V) funkcija V(p) = > kdi(p) yra nemazéjancioji.
k=1

Reikalavimas (A,,) reiskia, kad tikimybé atsakyti i visus m bloko klausimus yra tuo
didesné, kuo didesnis yra matuojamojo pozymio p lygmuo. Aksiomos (Agp) prasme
analogiska: tikimybé neatsakyti né j viena bloko klausima yra tuo didesné, kuo mazes-
nis lygmuo p. Funkcija V (p) yra teisingy atsakymu i m bloko klausimy vidurkis. Taigi
suformuluotos aksiomos atitinka testo validumo reikalavimg — kuo didesnis lygmuo p
tuo daugiau tasky (teisingy atsakymu) vidutiniskai gaunama.

Pastebékime, kad dichotominio (m = 1) testo atveju, teiginiai (A,,), (Ao) ir (V)
yra ekvivalentus, t. y. pakanka suformuluoti tik kurj nors vieng i$ ju. Pateiksime
analogiska [4] idealiosios diagnostikos operatoriaus funkcija V' (p). Tarkime, kad

(1) () () (3) - (m—1) (m) (m) _ 4

1
0= ()<p2 =P <py =D - < Py =p; <Py

?

t.y. visas intervalas p € [0, 1] suskaidytas j intervalus (pgj ), pé] )] taip, kad
U pgj)ap(QJ) (0’ 1]

Funkcija V(p) — vidutinio teisingy atsakymu skai¢iaus i bloko (i m) klausimu yra
laiptiné funkcija, kurios grafikas pavaizduotas 1 pav. Idealiuoju atveju (kai teoriskai
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1 pav. Idealus diagnostinis operatorius.

atliekama absoliuciai tiksli diagnostika), ji leistu surusiuoti testuojamuosius i m + 1
grupe, priklausomai nuo atsakymuy rezultaty ir matuojamojo pozymio p, nes bet kuri
reiksmé p priklauso lygiai vienam intervalui (pgj ), pgj )].

3. Nagrinésime aksiomas (A4,,), (Ao) ir (V), kai m = 2, t.y. iStirsime dviejy klausimuy
bloka. Tarkime, kad funkcijos d;(p) yra atkarpomis tolydziai diferencijuojamos. Tada
is (A,,) ir (Ag) gauname, kad Vp € [0, 1]

dy(p) 20, dy(p) <O
ir pastebéje, kad
V(p) = di(p) + 2da2(p) = 1 — do(p) — d2(p) + 2d2(p) = 1 — do(p) + d2(p),

matome:
V'(p) = —dqy(p) + day(p) > 0,
t.y. funkcija V(p) yra nemazéjancioji. Taigi, kai m = 2, savybe (V) isplaukia i$ (A,,)
ir (Ap). Nesunku matyti, kad Sis teiginys negalioja, kai m > 2.
Tarkime, kad funkcijos dy ir da yra tokios (zr. 2 pav.):

e’ 7 —1
do(p; a,b) = ———, (2)
e’ P +b
(e T — 1
dg(p;a,b):mln{pi,l—do(p;a,b)}, (3)
e’Tr + b
dy(p;a,b) =1 —dy(p; a,b) — da(p; a, b). (4)

Atkreipkime démesj i tai, kad funkcijos d;(p) gali buti ir kito pavidalo (zr. [3]),
o tai leidzia iSvengti dirbtiniy apribojimy funkcijoms (pavyzdziui, imti tik logistines
funkcijas) ir geriau suderinti jas su empiriniais duomenimis. Diagnostiniy operatoriy
parametry nustatymas yra atskiras uzdavinys (dichotominiu atveju jis buvo nagriné-
jamas [4]) ir sudarys autoriy busimyjuy tyrimy objekta.

Zemiau (3 pav.) pateikti funkcijos V(p;a,b) = di(p;a,b) + 2d2(p;a,b) grafikai,
esant skirtingoms parametry a ir b reikéméms. Cia funkcijos dy ir dy apibréztos
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2 pav. Funkcijos d;(p;0.7,1.0).

Vip:0.7.1.0)
\\

15

Vip;0.1,5.0)
N

\\

T
V(p:0.9,0.1)

[ T3

3 pav. Funkcija V(p;a,b).

formulémis (2), (3), funkcija dy — formule (4). Funkcija V' rodo kiek vidutiniskai
bus teisingy atsakymy j du vieno bloko klausimus, kai matuojamojo pozymio lygmuo

yra p.

4. Tarkime, kad testa sudaro k bloky po m@), j = 1,2, ..., k klausimy kiekviename.
Nagrinésime atsitiktinio dydzio S(p) = nd(p), (¢ia n = Z§=1 mU)) — surinkty testo
baly skaiciaus skirstinj: P{S =1} =p;, l = 0,1,...,n. Jei testas sudarytas i$ k ne-
priklausomuy politominiy diagnostiniy operatoriy (klausimu) D1 (p), D2(p), ..., Dk(p),
tai bendrasis testo balas S = S(p) turi apibendrintajj binominj skirstinj [5], kurio ge-

neruojancioji funkcija lygi:

k() m®)

w(p)=ES" =[] Y dP ', df =1->" 4.
i=1

j=1 i=0
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Taigi iSreiske polinoma
¥(p) = Po(p) + Pr(p)x + - - + Pu(p) 2",

gauname tikimybes P{S(p) =1} = P/(p), L =0,1,...,n.
Tarkime, kad yra zinomas matuojamojo pozymio p skirstinys

~ [ fo(p) 20, kaipe[0,1],
fe) = {0, kai p ¢ [0,1]

visoje populiacijoje (¢ia fol fo(p)dp = 1). Tada galima apskaic¢iuoti tikimybes

1

Tikimybé p; rodo populiacijos dalj, gavusiu testo bala [ (I =0,1,...,n).
Gaunamos informacijos kiekj apibudina entropija [8]

I(D1,Dy,...,Dg) ==Y pilnp. (5)
=0

Taigi suformuluokime geriausio diagnostinio testo konstravimo algoritma. Turime
politominiy klausimy banka

B = {k™) k™) kY,

cia k§mj) — klausimy blokas, m; — klausimy skaicius bloke. Reikia atrinkti klausimy
rinkinj K = {k%il), e kf«l)} C B taip, kad Y_;_, m; = n ir rasti

%ncaéI(Dil,Di27 ...y Dy ).

5. Darbe pasiulyta politominiy testy kurimo technologija, leidzianti kiekvienai tiria-
muyjy objekty grupei parinkti individualius diagnostinius operatorius i§ esamy dia-
gnostiniy operatoriy banko ir jvertinti gaunamos informacijos kiekj apie tiriamuyjy
objekty stebima savybe. Si metodika nereikalauja dirbtiniy apribojimy tiriamo laten-
tinio dydzio skirstiniui ir diagnostiniy operatoriy pavidalui. Diagnostiniai operatoriai
gali buti labai jvairaus pavidalo funkcijos ir tai esminis musy metodikos skirtumas pa-
lyginti, pavyzdziui, su IRT (uzduociy sprendimo teorija [7]) metodais. Reikalavimai
diagnostiniams operatoriams (funkcijoms) formuluojami kaip aksiomuy sistema. Pa-
siulyta metodika leidzia konstruoti orientuotus i populiacijos ypatumus diagnostinius
testus.
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SUMMARY

Mathematical model of politomous diagnostical test
A. Krylovas, N. Kosareva

The technology of politomous diagnostic operators as general testing tool creation from the empirical
data is proposed. Requirements to diagnostic operators are formulated as a system of axioms.
Probability distribution of test result and the amount of test information are calculated according
to the proposed technique.

Keywords: measurement, diagnostics operators, probability distribution, mathematical modelling.





