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Santrauka. Sio straipsnio tikslas — parabolinio tipo lygéiy su nelokalia krastine salyga skir-
tuminio uzdavinio sprendiniy neneigiamumo ir fiziniy parametry tyrimas. Buvo iSnagrinétos
difuzijos ir difuzijos—konvekcijos lygtys. Siekiant optimizuoti tam tikrus fizinius parametrus,
buvo parinkti labiausiai tinkami svoriai. Apskaiciuota srové, maksimalus srovés gradien-
tas, jautrumas ir reakcijos laikas. Nagrinéty svoriy aibéje kiekvienam parametrui rastas
optimizuojantis svoris.

Raktiniai zodziai: difuzijos lygtis, difuzijos—konvekcijos lygtis, nelokalios salygos, baigtiniy skirtu-

my metodas.

Ivadas

Diferencialiniy lygciy uzdaviniai su nelokaliomis salygomis sprendziami jvairiose bio-
logijos, chemijos, biochemijos, mechanikos, fizikos srityse. Nelokalios integralinés sa-
lygos naudojamos daleliy difuzijos turbulentinéje plazmoje, silumos sklidimo ploname
ikaitintame strype ir kituose uzdaviniuose [3]. Straipsnyje nagrinéjama III tipo nelo-
kali krastiné salyga su integraliniu nariu
oUu h
0,t
U(,t) — ao% = ’YQ/K(I)U(x,t) dx, t>0,
x

0
¢ia vp = 0, op = 0 — duotos konstantos, K (x) — svorio funkcija.

Gauty rezultaty skaitiniai modeliai gali buti naudojami sprendziant vienmacius
Sio tipo uzdavinius fizikos, chemijos, biochemijos mokslo srityse.

1 Uzdavinio formulavimas
Nagrinésime difuzijos—konvekcijos lygti

oU (z,t) D82U(x,t) 3 V@U(x,t)

T 922 Er 0<z<l1l 0<t<T, (1)

pradine salyga
0, 0<z<l1,
U(I,O) - {S()a T = 17 (2)
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III tipo nelokalia krastine salyga su integraliniu nariu

1
% - 70/ K@U, t)de, 0<i<T (3)
0

U(O, t) — 0Q
ir klasikine krastine salyga
U(l,t) =58y, 0<t<T, (4)

¢ia D — difuzijos koeficientas, V' — greitis, Sy > 0 — substrato koncentracija.
Atskiru atveju, kai V = 0, turime difuzijos lygti

oU (z,t) DGQU(I,t)

ot ox?

Uzdavinius (1)—(4) ir (2)—(5) diskretizuojame neisreikstine skirtumine schema

0<z<1l,0<t<T. (5)

S S e A M Y S W W V)
. B = — 7 ) 3 = b
Ai[§7] = sitlosl _ pSiti-2siT ST Vsjilfsj“ kai V o
Lo=st - pSElS iy SEESE iy <,
, | Syt - st
_ 1
Ao[$7H] = ST — op 2L —
K(0 S_]+1 K(1 S]+1 N-1 .
%h< (0)S5 ;F O + 3 K)sit ), (7)
1=1
An[59+)] = 53 = 5, (8)
0, ie[0o,N, -
0 _ ) I ? — — = _—
Si _{So, i=N, i=1L,N-1 j=0,M-1 (9)

Gauta tiesiniy algebriniy lygciy sistema sprendziame perkelties metodo pagalba.

2 Sprendinio neneigiamumas

1 teorema. Difuzijos—konvekcijos (1)—(4) bei difuzijos (2)—(5) uZdaviniy skaitinis spren-
dinys, apskaiciuotas (6)—(9) neisreikstinés schemos pagalba, yra neneigiamas, jei

2(h + 00)

h2K (0) { b) K(z) >0, c) /O K(z)dr <p<1. (10)

a) Yo € [07

Irodymas. (6)—(9) uzdavinio atitinkanc¢ios matricos

CO —l1 —as —anN
-A C —-B 0 ... ... . L 0
0 0 A C -B 0 0 (11)
0 0O -A C -B
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koeficientai:
cb=1+%?—1@§£2, 11=%§+%mKwﬂ,
w = 0hK (@), ax = 33K,
asTDL T ol TD L D s,
Azgg, <j=%£—fg+L Bzgg—%? kai V < 0.

Patikrinsime, kad (11) matrica tenkina apibendrinto maksimumo principo [3] salygas:
1. Istrizainés elementai yra teigiami;
2. Visi nejstrizainés elementai yra neteigiami;
3. Matrica yra silpnai diagonaliai vyraujanti;
4. Ai[y] =2 0,i=0,...,N.
Kadangi
Co>0 & e [0, 722};;((6;) [, C >0,
tai pirmoji matricos savybé yra tenkinama.
Nejstrizainés elementy neteigiamumas akivaizdus, todel antroji matricos savybe

yra tenkinama. IS (10.c) salygos matome, kad visada galima rasti tokj skaiciy hg = %,
kad su visomis h < ho reik§mémis yra teisinga nelygybé
N—1
_ K(0) + K(1)
Aof1] = fmh(f #3 Kie) <1 (12)
todel N1
20hK(0) _ v0hK(1) —
1-— K(x;). 1
B) > D) +Y0h ; () (13)
Panaudojus (13) salyga tikriname (11) matricos pirma eilute. Tada:
N—1
’7th(0) 20’0 20’0 ’}/QhK(l)
1 R, 290 290 0B L LR ST K (). 14
5 + 5 A > 5 +7% ; (i) (14)
Tikrindami (11) matricos likusias eilutes, gauname
C—A-B=1>0. (15)

Is (14), (15) seka, kad (11) matrica yra diagonaliai vyraujanti, todél ir silpnai diago-
naliai vyraujanti. Kadangi
Ao[S7t =0,  A[Sit]=5! >0,

. AR (16)
AN[S]JFI]ESOZO, kaij:O,Mfl,

tai yra tenkinama 4 salyga. ‘
Taigi visos apibendrinto maksimumo principo salygos yra ispildytos, todél S7 1 ne-
gali jgyti maziausios neigiamos reikSmeés nei viename taske i = 0, N, kai j = 0, M — 1.
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1 pastaba.

1. Kai V = 0, teoremos tvirtinimas teisingas difuzijos lygciai;

2. Kai (10.a) formuléje K(0) = 0, ji kei¢iama salyga o € RT;

3. Kai 9 = 0, (3) krastine salyga yra III tipo ir jai galioja specialus maksimumo
principas [2].

3 Fiziniai parametrai

Bedimensine srove [1] vadiname dydj
(17)

Nusistovéjusi srové yra
I = lim i(t).

t—o0

Bedimensinis dydis, vadinamas substrato koncentracijos jautrumu [1], yra apibré-
ziamas kaip nusistovéjusios srovés gradientas, atsizvelgiant | substrato koncentracija

Sy dI(So)
BS(S()) = I(SO) X dSO .

(18)

Maksimalus sroves gradientas [1], apskaic¢iuotas laiko atzvilgiu, apibréziamas for-

mule
t di(t)
Bg = — . 1
¢ z-{?)ai%{i(t) *Tat } (19)

Kadangi jvairiy prietaisy difuzijos srovés ir darbo laikas gali labai skirtis, sita
bedimensiné charakteristika plac¢iai naudojama trumpalaikés darbo biuklés prietaisy
palyginimui.

Prietaisy, kurie veikia stacionariai, reakcijos laikas [1] yra momentas, kai sroves
absoliutiné nuokrypio reiksmé mazéja iki fiksuoto mazo skaic¢iaus. Jis Zymimas

o), )

T = max | t: L X
i(t)>0 i(t)

Skai¢iavimams pakanka imti ¢ = 1072,
Prietaisy trumpalaikés darbo buklés atveju, laikas, kai iSvestiné i(¢) yra maksimali,
vadinamas reakcijos laiku [1]. Jis Zymimas

TG = {t: Z(Lt) X dii(tt) = Bg}. (21)

Tai yra momentas, kuriuo pasiekiamas maksimalus srovés gradientas Bg.
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Kx)=1 K(x)=0 K(x) = sin2mx

f4 06 08 1 12 14 16 18
t 144

i()

0.2 Y W w

T T T T T T T 0 T T T
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 0 02 04 06 02 1 12 L4 16 18

t t

a) b) <)

1 pav. Difuzijos lygties srovés.

4 Skaitinis modeliavimas
Uzdaviniai buvo modeliuojami! su idealizuotais svoriais:

K(z) =1, K(z) =, K(z) = sin(27x), K(z) = cos(2mz),

=
=
!

e —1,  K(z)=sin(rz), Kz)= cos(L;).

Svoriai K(z) = sin(2nx), K(x) = cos(2mz) netenkina (10.b) salygos, todél tinka ne
visy tipy uzdaviniams.

Sroviy grafikus, apibrézty (17) formule, matome 1 pav.

Substrato koncentracijos jautrumas (18) apskaiciuotas 1 lenteléje.?

1 lentelé. Difuzijos bei difuzijos—konvekcijos lygties substrato koncentracijos jautrumas.

K(x) 1 X sin(27z) cos(2mx) e’ —1 sin(7z) cos(%F)
Bs(Sp) 1.00 0.99 1.00 0.99 0.99 1.00 1.00
Bs(So) 0.99 1.00 1.00 1.00 0.99 1.00 1.00

2 lenteléje yra apskai¢iuotas maksimalus sroves gradientas (19), kai 7' = 0.1 s,
7 =0.001 s.

2 lentelé. Difuzijos bei dif.—konv. lygties maksimalus srovés gradientas.

K(z) 1 X sin(27z) cos(2mx) e’ —1 sin(7z) cos(5)
Bg — 35.23 1.447 18.41 40.37 30.64 42.87
Bg - 55.35 1.396 27.71 - 46.40 59.38

Stacionariai veikianciy prietaisu reakcijos laikas (20) apskai¢iuotas 3 lenteléje.
Trumpalaikés darbo buklés prietaisy, reakcijos laikas (21), kai T = 0.1s, 7 =
0.001 s, apskaiciuotas 4 lenteléje.
L Straipsnyje, jeigu nenurodyta kitaip: h = 0.01 mm, 7 = 0.02, T =2, So = 1 mM, D = 3 mm?/s,

7 =1,00=1,V =-10 mm/s.
2 Visose lentelése: antra eiluté — difuzijos, trecia eilute — difuzijos—konvekcijos procesas.
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3 lentelé. Difuzijos ir difuzijos—konvekcijos proceso reakcijos laikas.

K(z) 1 X sin(27z) cos(2mx) e’ —1 sin(7z) cos(%F)
T(%) 31% 21% 19% 20% 23% 5% 5%
T (%) 66% 22% 33% 32% 43% % 6%

4 lentelé. Difuzijos bei difuzijos—konvekcijos proceso reakcijos laikas.

K(z) 1 X sin(27x) cos(2mx) e* —1 sin(7x) cos(75)
Te(%) —  50% 3% 22% 73% 55% 46%
Te(%) —  58% 3% 33% - 87% 69%

5 ISvados

1. Skaitinis sprendinys, apskaic¢iuotas neisreikstinés skirtuminés schemos pagalba,
yra neneigiamas, jei yo € [0, Q}EQTJTOO))[, K(z) >0, fol K(z)dx < p<l;

2. Nagrinéty svoriy aibéje, svoris K (z) = sin(27x) priartina sroves pavidala prie
klasikinio uzdavinio srovés pavidalo;

3. Substrato koncentracijos jautrumas, nepriklausomai nuo svorio arba krastiniy
salygu parinkimo, yra pastovus 4 zenkly tikslumu;

4. I nagrineéty svoriy, K (x) = sin(27x) geriausiai maksimizuoja sroves gradienta,
kai B € [0,1] (realaus uzdavinio atvejis);

5. Stacionarios darbo buklés prietaiso reakcijos laika geriausiai minimizuoja svoriai
K(x) = sin(nz) ir K(x) = cos(5F);

6. Trumpalaikés darbo buklés prietaiso reakcijos laika geriausiai minimizuoja svoris
K(z) = sin(27x).
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SUMMARY

Qualitative analysis of solutions of parabolic type equations with nonlocal boun-
dary conditions
J. Nowickij, F. Ivanauskas

The aim of the work is qualitative analysis of solutions of parabolic equations, non—negativity of so-
lutions, investigation and modelling of physical parameters. All tasks were modelled using numerical
analysis methods. Differential equations were solved using implicit finite difference method. Derived
results could be used solving one-dimensional tasks with parabolic type equations in physics, bio-
chemistry, chemistry and other sciences.

Keywords: diffusion equation, diffusion—convection equation, nonlocal boundary conditions, finite
difference method.





