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Santrauka. Nagrinéjama netiesiniy diferencialiniy lygciy sistema, kuri apraso deguonimi
mintanciy bakterijy dinamika atvirame inde. Uzdavinys sprendziamas baigtiniy skirtumuy
metodu. Analizuojami skaitiniai sprendiniai, gaunami taikant skirtingus skaic¢iavimo bu-
dus, kai deguonies koncentracijos reiksmeés sekliame sluoksnyje mazesnés uz leisting ribine
reiksme.

Raktiniai Zodziai: kompiuterinis modeliavimas, seklus sluoksnis, stacionarus sprendinys.

Orui atviruose induose, uzpildytuose deguonimi mintanciy bakterijy ir vandens mi-
Siniu, vyksta biokonvekcija. Laikysime, kad bakterijos yra tos pacios kaip [3]. Sios
bakterijos vartoja deguonj ir juda aukstesnés deguonies koncentracijos kryptimi. De-
guonis nuo atviro pavirsiaus skverbiasi zemyn. Bakterijos migruoja link atviro pavir-
siaus, kur deguonies koncentracija auksciausia. Virsuje susiformavusios mikroorga-
nizmy sankaupos yra nestabilios, jos grimzta zemyn didesniu greic¢iu negu gali sukelti
sunkio jéga, po to vél plaukia link deguonies saltinio. Deguonimi mintanc¢iy bakterijuy
biokonvekcija tiriama eksperimentiskai, taip pat sudaromi ir nagrinéjami Sio proceso
matematiniai modeliai. Paskutiniyjy dviejy desimtmeciy darby, skirty mikroorganiz-
my biokonvekcijos matematiniam modeliavimui, apZzvalga pateikta [2]. Kai bakteriju
grimzdimo zemyn dél sunkio jégos greitis laikomas mazu, palyginus su ju plaukimo
greiiu, tai oksitaksiniy bakteriju dinamikai modeliuoti naudojamas Keller—Segel [4]
modelis. Tariama, kad vanduo yra nejudantis, o mikroorganizmy kilimo aukstyn
greitis proporcingas deguonies gradientui. Tikslesniuose modeliuose bakterijy ir de-
guonies koncentraciju kitimo lygtys sprendziamos kartu su skysc¢io dinamikos lygtimis
[1, 3, 5]. [3] darbe tirtas stacionariy sprendiniy stabilumas. [1, 5] straipsniuose nagri-
néjama oksitaksiniy mikroorganizmy biokonvekcija ir termo-biokonvekcija porétuose
medziagose, kai indas Sildomas i§ apacios. Siame darbe modeliuojama deguonimi
mintanciy bakterijy dinamika, kai bakterijy judéjimo greitis priklauso ne tik nuo de-
guonies gradiento, bet ir nuo sunkio bei pasipriesinimo jégos. Sprendziami stacionarus
ir dinaminis uzdaviniai. Aprasyti du dinaminio uzdavinio sprendimo metodai seklia-
me sluoksnyje. Gaunami sprendiniai palyginami su stacionariu nagrinéjamo uzdavinio
sprendiniu.

1 Matematinis modelis. Stacionarus sprendinys

Nagrinéjama deguonimi mintanciy microorganizmy dinamika nejudanc¢iame ir nespu-
dziame skystyje. Laikoma, kad jéga, leidzianti bakteriju lasteléms judéti link skyscio
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pavirsiaus yra lygiagreti ir proporcinga deguonies gradientui V D, pasipriesinimo jéga
proporcinga lasteliu judéjimo greic¢iui v, bakterijos grimzta zemyn veikiamos sunkio
jégos. Vienmaciu atveju deguonies koncentracijai D, bakteriju lasteliu koncentracijai
B ir juy judéjimo grei¢iui v uzrasomos lygtys
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visiems 0 < & < h, t > 0. Reikalaujama, kad funkcijos tenkinty krastines ir pradines
salygas
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Laikoma, kad z asis nukreipta vertikaliai aukstyn, x = 0 indo apacioje, x = h sluoks-
nio virSuje. k ir k3 yra deguonies ir bakteriju difuzijos koeficientai, ko — bakteriju
deguonies vartojimo norma, k590D /0x yra bakteriju kilimo aukstyn dél deguonies
koncentracijos skirtumo greitis, g — laisvo kritimo pagreitis vandenyje. Bendru at-
veju vietoj konstanty ko, K3, K4, k5 imamos funkcijos, priklausancios nuo deguo-
nies koncentracijos. Pazymékime D,,;, maziausia deguonies koncentracija, kuriai
esant bakterijos yra aktyvios. Ivede naujus kintamuosius ¢t = (k3/h)t, & = x/h,
¢ = (D — Dmin)/(Do — Dmin), b = B/Bg, © = v/vg, praleide "™", gauname uzdavinj,

uzrasyta bedimensiais kintamaisiais:
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c(0,2) =1, b(0,2) =1, v(0,2) = 1.

(1), (2) uzdavinio konstantos apskaic¢iuojamos taip: § = k1/k3, v = voh/k3, B =
r2h?By/(k1(Do — Dmin)), a1 = v§Bo/(kavo), az = k5(Do — Dmin)/(kavoh), ag =
Ii4h2/(li3Bo).
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Integruodami (1) srityje [0, ¢] x [0, 1] ir atsizvelgdami j (2), gauname, kad funkcija
b(t, x) visiems ¢ tenkina salyga

/1 b(t,x)dx = 1. (3)
0

Uzdavinys (1), (2) skirtingai sprendziamas priklausomai nuo to ar deguonies kon-
centracijos minimumas D,;, pasiekiamas kokiame nors sluoksnio taske ar ne. Sluoks-
nis vadinamas sekliu, kai ¢ > 0 ir [Ve¢| > 0 visame sluoksnyje. Gilaus sluoksnio atveju
bakterijos aktyvios tik iki tam tikro gylio, t.y. ¢ > 0, |Vc| > 0, kai > x,, ir ¢ = 0,
|Ve| = 0, kai < . Siame darbe nagrinésime seklaus sluoksnio atvejj.

IS (1)-(3) stacionariu atveju gauname uzdavinj:
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Irodoma, kad ¢(z) > 0, visiems 0 < < 1, kai § tenkina salyga
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Be to, ¢(0) = 0, kai 8 = fB,, ir ¢(0) > 0, 0 < = < 1, kai 8 < f§,. Kadangi 8
proporcingas h?, tai (3, apibrézia didziausia gylj, kai sluoksnj galima laikyti sekliu.

Dydis f(0) yra Saknis lygties:
/ Yoydy

Funkeijai b(x) gauta israiska
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Funkeija ¢(z) apskai¢iuojama iSsprendus uzdavinj

" = By(c),
C0)=0, c1)=1.
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Apytiksliam uzdavinio (1), (2) sprendiniui surasti naudojama konservatyvi neisreiks-
tiné skirtuminé schema. Antros eilés dalinés iSvestinés x atzvilgiu aproksimuojamos
aukstesniajame laiko sluoksnyje, kiti nariai pakei¢iami skirtuminiais atitikmenimis
zemesniame sluoksnyje.

Sprendziant stacionary uzdavinj (4), kai 8 > f,, funkcija ¢(z) yra neneigiama
visiems 0 < x < 1. Kai §, pakankamai mazas, dinaminio uzdavinio (1), (2) funkcija
c(t,x) taip pat yra teigiama visiems 0 < = < 1, kai § < .. Atskiru atveju, kai
8 = By, gauname c(t,z) > 0, 0 < z < 1, ir ¢(¢,0) = 0. Didinant (3, pastebéta,
kad c(t,z) tampa neigiama, kai 0 < x < 1, tiek skai¢iuojant su 8 = f,, tiek imant
didesnes 5 < [, reikSmes. Tai reiskia, kad deguonies koncentracija tam tikrame
gylyje pasidaro mazesné uz Dy,in. Modeliuoti du (1), (2) uzdavinio sprendimo budai:
(I) leidziama funkcijai ¢(t, x) igyti neigiamas reiksmes; (II) funkcija c(t, x) gali jgyti tik
teigiamas reikSmes. Kiekviename diskretaus tinklo taske tikrinamas c(t,x) Zenklas.
Kai ¢(t,x) tampa neigiama, (11) lygtyje imama § = 0. Skaitiniy eksperimenty metu
buvo analizuojamas funkciju b(¢, z) ir ¢(t, x) elgesys, skai¢iuojant vienu ir kitu budu,
ir tikrinama ar gauti sprendiniai laikui bégant artéja prie stacionaraus (4) uzdavinio
sprendinio, apskaic¢iuoto toms pacioms parametry reikSmeéms.

2 Rezultatai

Kompiuterinis nagrinéjamo uzdavinio modeliavimas buvo atliekamas imant tokias
konstanty reikSmes: 0 = 8, v = 450, a3 = 1;2;5 ir kei¢iant parametry a, as reiks-
mes. Kitiems parametrams esant fiksuotiems, dydis 3, yra ai, as funkcija. Taip
pat analizuota kaip sprendiniy elgesys priklauso nuo bakterijy deguonies naudojimo
normos 3 < f3,, kai visi kiti parametrai fiksuoti.

Kai a1 = 0,1, as = 1, (5), (6) uzdavinio sprendinys yra 5, = 2,3. Skaitiniai
eksperimentai, taikant (I) metoda, rodo, kad krastinio uzdavinio (1), (2) funkcija
c(t,x) yra neneigiama visiems 0 < z < 1 ir ¢ > 0, skaic¢iuojant su bet kokia /3 reiksme,
tenkinancia salyga 1 < 8 < 2,3. Toks pat rezultatas gaunamas, kai a; = 0,01, ay = 1.
Didéjant ao reiksSmei, auga ribiné deguonies vartojimo norma .. Kai a; = 0,1 ir
as = 4, turime $, = 5,1. Spresdami (1), (2) uzdavinj su jvairiomis § reiksmémis is
intervalo (0;5,1), nustatome, kad funkcija c(t, ) teigiama visiems ¢ ir z, kai 1 < 8 <
3,55. Didesnéms reiksméms, 3,55 < < 5,1, funkcija c(¢, z) jgyja neigiamas reikSmes
maziems t ir x, t.y. praéjus nedaug laiko nuo proceso pradzios prie indo dugno. Ta pati
neigiamy deguonies funkcijos reikSmiy problema kyla naudojant Keller—Segel modelj.
Neigiamy reik$miy modulis didéja, augant 5. Laikui bégant, deguonies koncentracija
arti dugno sparciai auga ir virsija reikSme Dy,i,. Skaic¢iuojant kitu budu, deguonies
koncentracijai neleidziama nukristi Zemiau Dy, ribos. Kai c¢(t,z,) < 0, visiems
0 <z <a, (11) lygtyje imama 5 = 0.

Skaic¢iavimy rezultatus, kai a; = 0,1, as = 4, ag = 1, § = 8, v = 450, matome
1-6 pav.

1 pav. nubréztos funkcijos c(t,x), o 2 pav. funkcijos Inb(t,z) kreivés keturiais
laiko momentais (8 = 3, = 5,1), kai sprendiniai surasti naudojant I ir IT schema. Ma-
ziems t ir x sprendiniy skirtumai akivaizdus, tac¢iau laikui bégant skirtumai praktiskai
iSnyksta (4 kreive). 3 ir 4 pav. nubrézti funkciju c(¢, z) ir b(¢, z) grafikai, panaudojant
duomenis, gautus I metodu. Matome, kad deguonies koncentracija mazesné uz Dy,
tik trumpa laika.
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1 pav. Funkcijos c(t, z) kreivés, kai taikytas
I metodas (iStisineé linija) ir IT medodas (sim-
boliai). Laiko ¢ reiksmeés: 0,1 — kreivés 1 ir e,
0,5-2iro, 1 -3irv, 104 ir O.
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3 pav. Funkcijos c(t, z) grafikas, kai taikomas

I metodas.

5 pav. Funkcijos ¢(z) kreivés: 1 — 3 =5, 2 —

B=4,3-B=3,4-p=2.

2 pav. Funkcijos b(t, z) kreivés, kai taikytas
I metodas (iStisineé linija) ir IT medodas (sim-
boliai). Laiko ¢ reiksmeés: 0,1 — kreivés 1 ir e,
0,5-2iro, 1 -3irv,10 -4 ir O.
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4 pav. Funkcijos b(t, z) grafikas, kai taikomas
I metodas.

6 pav. Funkcijos b(z) kreivés: 1 — =5, 2 —
B=4,3-8=34-8=2.

5 ir 6 pav. matyti parametro 8 < f3, itaka stacionaraus uzdavinio (4) sprendiniui.
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3 ISvados

Nagrinétas netiesinis krastinis uzdavinys, aprasantis deguonimi mintanciy ir judanciy
link deguonies Saltinio bakterijy judéjima. Sudarant matematinj modelj, atsizvelgia-
ma j sunkio ir pasipriesinimo jégas. Spresti stacionarus ir dinaminis uzdaviniai sek-
laus sluoksnio atveju. Analiziskai jrodyta, kad stacionariu atveju deguonies funkcija
sekliame sluoksnyje yra neneigiama. Skaitiniai eksperimentai parodé, kad didesnioms
parametro § reikSméms dinaminio uzdavinio deguonies funkcija jgyja neigiamas reiks-
mes. Taikyti du skirtingi skaic¢iavimo metodai. Nustatyta, kad sprendiniai, gaunami
taikant Sios metodus, zymiau skiriasi proceso pradzioje. Laikui bégant, abiem meto-
dais surasti sprendiniai artéja prie to paties stacionaraus sprendinio.
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SUMMARY
Computer modelling of a bacteria dynamics
P. Katauskis, V. Skakauskas

The system of partial differential equations, describing the dynamics of the oxygen consuming bac-
teria in a chamber with an open top, is investigated. The finite difference method is used for solving
the problem. Solutions of two different numerical schemes are compared and analyzed when values
of oxygen concentration become negative in the case of a shallow layer.

Keywords: computer simulation, shallow layer, steady-state solution.
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