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Santrauka. Nagrin¢jamas Gauso vektoriaus parametru vertinimo uzdavinys, kai stebima
jo (netiesing) transformacija. Ivestos EM algoritmo, naudojamo didziausio tikétinumo jver-
tiniui apskaiciuoti, lygtys. Atskiru atveju, kai stebimas dviejuy dydziy, aprasomuy Gauso
regresiniais modeliais, minimumas, gautos isreikstinés EM algoritmo formulés.
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ivertinys.

Ivadas

Pasléptojo (latent) kintamojo modeliai yra viena i produktyviausiy pastaraisiais me-
tais idéjy ne vien statistikos taikymuose, bet ir teorijoje (zr., pavyzdziui, [4, 2] ir ju
nuorodas). Gerai zinomi pavyzdziai: (ekonometriniai) riboto endogeninio kintamojo
modeliai (Tobit, Heckit) [2], asimetrinis normalusis (skew normal) skirstinys [1].

Vietoje to, kad is karto uzrasyti tiesiogiai sebimo proceso modelj, pradzioje suda-
romas tiriamo proceso modelis, o tik po to detalizuojama, kaip jis siejasi su stebimu
procesu. Praktiskai sudaromi du tarpusavyje susieti modeliai: strukturnis (tiriamo-
jo poceso modelis) ir matavimo (measurement), t.y. stebimo proceso modelis. Juos
patogu traktuoti kaip dvi vieno proceso komponentes, i kuriy viena néra stebima.
Tokiu budu, pasléptojo kintamojo modeliai papuola i kita modeliy ir su jais susiju-
siy metody klase, vadinama praleistyju (missing) ar nepilnyju (incomplete) duomeny
modeliais. EM algritmas yra, matyt, zinomiausias metodas didziausio tikétinumo
jvertiniams apskaiciuoi, kai duomenys turi praleisty reiksmiu [3]. Si iteratyvi op-
timizavimo procedura issiskiria iS bendry optimizavimo algoritmuy savo santykiniu
stabilumu, mazesniu jautrumu pradiniy reiksmiy parinkimui.

Siame darbe uzrasomos EM algoritmo lygtys bendrai transformuotai (nepilnai ste-
bimai) Gauso sistemai. Idomu, kad maksimizavimo uzdavinio M zZingsnyje sprendimas
priklauso tik nuo Gauso modelio parametrizacijos, t.y., nuo vidurkio ir kovariacijy
matricos parametrinés formos, ir nepriklauso nuo Gauso sistemos transformacijos.
Darbe nagrinéjamas pavyzdys, kai yra stebima tik mazesnioji dvimatés atsitiktinés
sekos komponenté. Gaunamus tokiu budu stebinius galima interpretuoti kaip duome-
nis apie dviejy firmy siulomy analogisky prekiy pigesnés prekés kaina. Laikoma, kad
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atsitikiné seka tenkina dvimatés Gauso regresijos modelj. Pateikiamos isreikstinés
EM zingsnio formulés nezinomiems modelio parametrams vertinti.

1 EM algoritmas transformuotom Gauso sistemom

Tegu Y* ~ N, (M,V), M € M,V €V, kur M ir V yra duotos n-macio atsitiktinio
vektoriaus (a.v.) Y™ galimy vidurkiy M ir galimy kovariaciniy matricy V' klasés
(atitinkamai). Tegu h: R™ — R™, m < n, yra zinoma funkcija, ir stebimas vektorius
yra'Y := h(Y™).

Asimetrinis normalusis skirstinys sutampa su Y}, [{Y3) > Ox} skirstiniu, t.y. sq-
lyginiu atsitiktinio vektoriaus Y(”i) skirstiniu, kai zinoma, kad Y(’g) > 03 [1]. Cia
Y(”i) € R¥ir Y(’;) € R"* yra vektoriaus Y* komponentés, k < n, o nelygybé supranta-
ma pakoordinaciui. Klasikinis Heckman modelis gaunamas kaip atskiras sios iSraiskos

atvejis, kai atsitiktinio vektoriaus Y* komponenciy poros (y3;_,y5;), @ = L,...,m,
n = 2m, yra tarpusavyje nepriklausomos ir h;(Y) =y3,_, - 1{y3; >0}, i=1,...,m.
Trumpumo délei pazymékime
M(Y) =By y[Y"|Y] (1)
salyginj a.v. Y* vidurkj ir
[/ * W * v T
V(Y)=Eyp[(Y" = MY)) (Y= MY)) |Y] (2)

salygine a.v. Y* kovariacijy matrica, kai zinomas Y, o Y* ~ N, (M, V). Atsitiktinio
vektoriaus Y* ~ N,,(M, V) logtikétinumo funkcija

I(M,V)=1(M,V|Y*)
n 1 1 —1 * * T
=—y In(27) — 3 In (det(V)) — itr(V (Y*=M)(Y*—=M) ). (3)
Parametry M € M ir V € V didziausio tikétinumo jvertiniui apskaiciuoti taikysime
EM algoritma [3].

E zingsnis. Pilnojo logtikétinumo funkcijos (M, V | Y*) salyginio vidurkio, kai
zinomas Y apskaic¢iavimas:

Q(M,V) = Q(M,V | M,V;Y) := Ey y[l(M,V | Y*) | Y]
= const — %hl (det(V)) — %tr(V_IV(Y))
= 3 (M) = 2) VT RI(Y) - M), 4)

Paskutiné lygybé gauta pasinaudojus (1)-(3), tapatybe Y* — M = Y* — M(Y) +
M(Y) — M ir tuo, kad salyginé kovariacija tarp Y* — M(Y) ir M(Y) — M yra lygi
Opnxn. Atkreipkime démesj, kad Q(M, V) yra atsitiktinis dydis, priklausantis nuo Y.

M zingsnis. Pilnojo tikétinumo funkcijos salyginio vidurkio Q(M,V | M,V)
maksimizavimas pagal M ir V. I$ (4) iSplaukia, kad uzdavinio

M M, VY
Q( 5V| 7V7 )—>M€H/\1(a:)l§€\} (5)
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sprendinys (M*,V*) = (M*(Y),V*(Y)) yra sprendinys ir tokiy 2-juy optimizavimo
uzdaviniy:

Ry (M | M(Y)) = (M(Y) = M) (V)" (M(Y) - M) — min | (6)
d(V | W (V) = In (det(V)) + (VW (V) — min, (7)

kur
W* = W*(Y) = By p [(Y* = M) (Y = M) | Y]
= (M(Y) = M) (M(v) = M) "+ 7 (V). ®)

Formulés (6) ir (7) nepatogios tuo, kad norint isspresti (6) reikia jau zinoti V*,
o norint iSspresti (7) reikia jau zinoti M*. Kadangi svoriy matrica svertiniame ma-
ziausiy kvadraty metode néra labai reiksminga (taikant paprasta MKm jvertiniai prie
gana bendry salygu gaunasi nors ir neefektyvus, bet pagristi), tai vietoje duotame EM
Zingsnyje optimalaus kovariaciju matricos jvertinio V* galima jstatyti ankstesnj (,,op-
timaly” praeitame EM zingsnyje) kovariacijy matricos jvertinj V. Todél uzdavinj (6)
sitiloma keisti uzdaviniu

Ry (M | M(Y)) — min . (9)

2 Pavyzdys: dvieju egzogeniniy kintamyjy minimumas

)-8
Y = = s
Yo (X2)B + &
kur V; = (yi(t), t = 1,...,N)T, X; yra N x k; plano matrica, i = 1,2, o (&1, &)

sudaro Gauso sistema, & = (gi(t), t = 1,....,N)", & ~ N,(On,0%Iy), i = 1,2,
cov(&r,E2) = rln, ir stebimas vektorius yra

Nagrinékime atveji, kai

Y :=min(Y7,Y2) =: h(Y™) (10)

(¢ia operacija ,min” atliekama pakoordinaciui). Pastebékime, kad vektorius M € M
turi pavidala,

(X1)o
m =) = (1)) (1)
Pazyméje
D=D(etotn) = (T ) (12)
2
matricas V € V galime uzrasyti tokia forma
V=V(o},03,7) =D®Iy. (13)

Vektoriy M, apskaic¢iuota pagal formule (11) su (o, 8) = (@, 3), Zymésime M. Ana-

logigkai, V apskai¢iuojamas pagal formule (13) su (0, 02,7) = (63,53, 7).
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E Zingsnis. Kadangi poros {(y1(t),y2(¢)), t = 1,..., N} yra tarpusavyje nepri-
klausomos, pradzioje uztenka nagrinéti tik viena pora (y1,v2) := (y1(1),32(1)) (t.y.
N =1). Taigiy = y(1) = min(y1,y2) =Y, x; = z;(1), ¢ = 1,2. Trumpumo délei
pazymékime iy 1= &' xy, iz = B o,

95 (y | 1. 0%) :=/ wo(u | p,0?) du; (14)
Y

¢ia (u | p,0?) == 0P(u | p,0?)/0u, 0 ®(- | p, 0%) yra atsitiktinio dydzio n ~ N(u, 0?)
pasiskirstymo funkcija.

Tegu y; ~ N(fi;,62), i = 1,2, ir cov(y1,y2) = 7. Pa gal Gauso sistemy (atsitiktiniy
vektoriy) savybes salyginis skirstinys y;|{y; = y} ( = j) yra normalusis,
yil{y; =y} ~ N (@i (y). 75), (15)
- . r . 2 T
pi(y) = pi+ =y —p),  o5y) =07 - = (16)
j j

Taigi,
Ely" Wy >y} |y =v] = 9m(y | mij(v),05), m=0,1,2,i#5  (17)
Atlike tiesioginius skaic¢iavimus, i§ (15)—(17) gauname, kad

M (y) == E[y1 | min(y1,y2) = y]

=ygo(y | B21(y),531) - ™ (y) + 91 (y | Ba2(y),6%2) - m2(y), (18)
Ms(y) == E[y2 | min(y1,y2) = y]

=yg0(y | m2(y),a12) - m2(y) + g1y | f21(y), 531) - m1(y), (19)
My (y) :== E[y? | min(y1, y2) = 9]

=290 (y | 21 (), 031) - m1(y) + g2 (y | 12(y), 632) - m2(y), (20)
Mys(y) := E[y3 | min(ys1, y2) = 9]

=290 (y | 112(y),0%2) - m2(y) + g2 (y | 21 (), 631) - ™1 (y), (21)

Mis(y) :== E[y1y2 | min(y1, y2) = y]
=y(01(y | B21(y),05,) - m(y) + 01 (y | fn2(y), 0%2) - m2(y)).  (22)
Kadangi kovariaciju matricos Vi (y) := V (y) elementai
(V1)i () :== COV [y1, 2 | min(y1,52) = y] = My;(y) — Mi(y)M;(y),  (23)

tai ja suskai¢iuojame jstate israiskas (18), (19) ir (20)—(22).
Nagrinékime bendra atveji, N > 1. Pradékime nuo pazyméjimuy:

Mi(Y) = (M (y(1)), Mi(y(2)),.., My (y(N))) T, i =1,2, (24)
‘7z'j (Y) = dlag{(%)zg (y(]-))v (‘71)zj (y(2))a A (Vl)ij (y(N)) }a ivj = 17 2; (25)

kur M;(y), i = 1,2, yra nusakomas formulémis (18) ir (19), o (V1)i;(v), 4,7 = 1,2,
yra nusakomas formulémis (23) ir (20)—(22). Tuomet

M) = (%;) V(Y) = (“21 “22) (26)
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Pasinaudoje matricine uzrasymo forma gausime isreikstinj rizikos funkeiju Ry (M |
M(Y)) ir d(V | W(Y)), nusakyty atitinkamai formulémis (6) ir (7), pavidala atzvil-
giu nezinomy parametry 0 = (a, 3,0%,03%,r). Tuo paciu bus nusakytas ir funkcijos
Q(0) := Q(6,0) isreikstinis pavidalas, zr. formule (4) bei (6) ir (7). Nuo parametry
0 = (a, B,5%,52,7) priklauso tik vektoriai M, M (Y') ir matricos V.,V (Y), W = W(Y),
kur W (Y') apibrézta formule (8) su M* = M.

Rizikos funkcijos Ry (M | M(Y)) apibrézime (6) istacius vektoriaus M israis-
ka (11) ir matricos V = V (5%, 52,7) iSraiska, galima uzrasyti

Ry (M | (V) = detl(D) B - Xaal? + (V) — Xa[?)
2% . _ o )
~ Ger(py M) —Xua) (Ma(Y) — XoB) =: Rl §).  (27)

Kadangi VW = (D7' @ Ix)W, tai d(V | W*) = d(o?},03,7),

d(0%,03,7) :=nln(det D) +

detD (3w 11 — 2rw*s1 + ofw*ss),

det D = 0202 — 12,

w'iy =t (W) = | M) = My(V)[* +x(Vy), =12,

why = (W) = (M = NO(Y)) (M5 — Ma(Y) + tr(Via),
M= Mj(a®,8%), j=1,2

M zingsnis. Rizikos funkcijos R(«, 3), apibréztos israiskoje (27), minimizavimo
uzdavinys faktiskai yra svertinis maziausiy kvadraty metodas, todél
_ _ -1 _ = _ =
(Oé*) - (O’gXIXl T'XIXQ) ( O—SXIMI(Y) — TXIMQ(Y) )

_ Z 32
ﬂ* _'FXTXQ 5’%X;X2 —’FX;Ml (Y) + 5‘%X;M2(Y) ( )

Dabar spresime funkcijos d(0?, 02, r), nusakytos formulémis (28) ir (29), minimiza-

vimo uzdavinj. Prilygine Sios funkcijos iSvestines nuliui, randame ieskomus dydzius
*2 —1, % s : * —1, % :
o =N"wi;, j =12, ir r* = N” wy,. bel

1 [wy, wj
D* .— D %2 *2 % _ 11 12 ] 33
(U 1,0 2,7 ) N (w;1 UJ;Q ( )

Apibendrinkime gautas formules.

EM algoritmas. Tegu duotos pradinés nezinomy vidurkio parametry (a, ) ir
kovariaciju matricos parametry (0%, 02, 7) reiksmés (a, B) ir (5%,52,7) (atitinkamai).
Naujos (patikslintos) nezinomy parametry (a, 8) ir (07,03, 7). reikimés (a*, 3%) ir
(0*2,0*3,r*) apskai¢iuojamos taip:

1 Zingsnis. Naudojant formules (18)—(26) ir (14) apskai¢iuojame M (Y) ir V(Y),
o taip pat W (Y') pagal formule (8) su M* pakeistu j M.

2 Zingsnis. Remiantis formule (32) randame (a*, 3*).

3 Zingsnis. Naujgja matricos D (zr. (12)) reikSme D*, o tuo paciu ir naujas

reikimes (0*7,0*3,7*), apskai¢iuojame i§ formuliy (30), (31) ir (33).
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Idomu buty isnagrinéti atvejj, kai stebima keleto, sakykim m,m > 2, firmy siulo-
my prekiy pigiausios prekeés kaina. Praktiniu ir teoriniu poziuriu patrauklus modelis
gaunasi, kai atitinkamuy m Gauso regresijos modeliy regresijos koeficientai yra tarpu-
savyje nepriklausomi ir vienodai pasiskirste atsitiktiniai vektoriai, o m — oo.
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SUMMARY
The EM algorithm for general Gaussian model with latent variables
M. Radavicius

The problem of estimating parameters of Gaussian vector when only its (nonlinear) transformation
is observed is addressed. The EM algorithm equations to calculate maximum likelihood estimator
are derived. In particular, closed-form formulas of the EM algorithm are derived in the case when
only the minimum of two endogenous variables satisfying Gaussian regression model is observed.

Keywords: EM algorithm, Gaussian regression, nonlinear transform, maximum likelihood estimator.
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