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Santrauka. ApZvelgiama svarbiausiy matematikos konstanty vieta tikimybiy teorijos kur-
suose, aptariama Siandieniné ty konstanty teorijos buklé.
Raktiniai zodziai: Oilerio-Maskeronio konstanta, skaicius 7, skaicius e, iracionalumas, tikimybiy

teorija.

Ivadas

Sutartinai laikomasi nuomonés, kad svarbiausios matematikos konstantos yra trys:
naturaliyjy logaritmy pagrindas e, apskritimo ilgio ir jo skersmens santykj isreiskian-
tis skai¢ius 7 ir su harmonine eilute susijusi Oilerio-Maskeronio (Euler, Mascheroni)
konstanta . Siame straipsnelyje apzvelgsime, kur §ios konstantos sutinkamos tikimy-
biy teorijos universitetiniame kurse, kiek jos svarbios bendrajai matematinei kulturai,
kiek elementarus ju iracionalumo jrodymas.

Kur tikimybése atsiranda pagrindinés konstantos?

Biufono uzdavinys. Plokstuma suliniuota lygiagreciomis tiesémis, viena nuo ki-
tos nutolusiomis vienetu. Ant plokstumos atsitiktinai metama adata, kurios ilgis %
Raskite tikimybe, kad adata kirs kurig nors tiese.

Salygoje (nors tai ir nepasakyta glaustumo sumetimais) zodis ,atsitiktinai“ reiskia:
1) adatos centro padétis x tolygiai pasiskirsciusi vienetinio ilgio atkarpoje, statme-
noje lygiagreciosioms tieséms, t.y. tikimybeé taskui x patekti i atkarpa (xo,zo + Ax)
proporcinga |Ax|; 2) adatos ir lygiagrec¢iyju tiesiy sudaromas kampas ¢ tolygiai pa-
siskirstes intervale [0, 7], t.y. tikimybé kampui ¢ patekti i atkarpa (¢o, w0 + Ap)
proporcinga |Apl; 3) dydziai z ir ¢ nepriklausomi.

Adata kerta lygiagrete tada ir tik tada, kai x < % sin . Vadinasi, tikimybé p kirsti
lygiagrete lygi ploto po $ia sinusoide ir staciakampio [0, 7; 0, 1] ploto santykiui:

/ 1. 1
p= —sinpdp : ™= —.
0 2 ’/T

Gautaja formule galima panaudoti 7 reikSmei nustatyti eksperimentiskai. Is tikryjy,
jei adata metama n kartu (n didelis, pasirenkamas i$ anksto), o i$ ju adata kirto tiese

m karty, tai 7F ~p= L ir gauname apytiksle 7 reikdme m ~ .
o T m
Si uzdavinj paskelbé 1760 m. prancuzy gamtininkas ir statistikas, vienas i$ geo-

metriniy tikimybiy teorijos kiiréjy Z. Biufonas (Georges Buffon, 1707-1788). Pats jis
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7 reikSmeés taip nustatyti nebandé, bet dar 1850 m. buvo atlikta 5000 bandymuy ir
gauta apytiksle 7 reikSmé 3,1596. Dabar kompiuteriai gali greitai atlikti milijonus
tokiu bandymu virtualiai, nors yra daug tikslesniy budy 7 apskaiciuoti (ir jau zinomi
milijardai skai¢iaus 7 tiksliy deSimtainiy zenkly).

Vis délto m tikimybiy teorijoje atsirado anksc¢iau, nei Biufono uzdavinys. Dar
1730 metais Muavras (Abraham de Moivre, 1667-1754; gimé Prancuzijoje, bet visa
savo samoninga gyvenima pragyveno Anglijoje) paskelbé lokaliosios teoremos ir n!
asimptotinés formulés jrodymus, skyrium imant, jrodé, kad Bernulio schemos atveju
(p=q=7%) |

Pon(n) = (2n)! _1-3.5..... @n-1) C

(n!)222n 2.4-6-----2n vn
Muavras apytiksliai apskaiciavo konstanta C, bet paprasé Sterlinga (James Stirling,
1692-1770) pasidometi, ar C néra susijusi su kitomis zinomomis konstantomis. Ster-
lingui pavyko nustatyti, kad remiantis Voliso (John Wallis, 1616-1703) formule, C lygi
ﬁ. Todél Sterlingo (teisingiau — Muavro ar bent jau Muavro—Sterlingo) formule ga-

lima uzrasyti dabar mums jprasta asimptotine lygybe

n! ~V2rnn"e ",

o tikimybes P, (m) — kaip
Po(m) ~ 21/27_‘_—1/2n—1/26—(2m—n)2/(2n).

Naturalu, kad i$ ¢ia, kaip ir turi buti, gauname Pa,(n) ~ \/%

Taigi butent nuo Muavro prasidéjo normaliojo tankio J%—We*ﬁ/ 2

ir normaliojo
. I 1 x —x2/92 . s
skirstinio e f_oo e~ /2dx istorija.
Jau aptaréme, kaip skaicius e atsirado ribiniy skirstiniy teorijoje. Idomu, kad jis
atsiranda ir klasikiniame uzdavinyje.

Issiblaskiusio siuntéjo uzdavinys. Tulas siuntéjas parasé n laisky, po vieng
kiekvienam adresatui, kiekvieng laiskq jdéjo i atskirg vokq ir vokus uzklijavo. Tada
jis atsitiktinai uzrasé visus n adresy ant kiekvieno voko po vieng. Kam lygi tikimybe,
kad né vienas adresatas negaus jam skirto laisko?

Nesunku suskaiciuoti (zr. [1]), kad ta tikimybé lygi

111 (-1t
LTI TR TR T

Kokia jos apytikslé reiksmé dideliems n? Uzrase skleidinj

matome, kad

lim
n—oo

1

23w T T

maziau kaip m, taigi jau su n = 4 simtyju tikslumu

(1 11 (—1)n—1> 1

Be to, pg skiriasi nuo e~

ieskomoji tikimybe py ~  ~ 0, 37.

e
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Sis uzdavinys, suformuluotas matematikos kalba, vadinamas sutapimy ufdaviniu:

Yra n elementy, isdéstyty tam tikra tvarka. Elementai atsitiktinai perstatomi (vi-
st n! kéliniy vienodai tikétini). Kam lygi tikimybé, kad bent vienas elementas atsidurs
savo vietoje?

Kadangi jvykis ,bent vienas elementas atsidurs savo vietoje* priesingas jvykiui
»né vienas elementas neatsidurs savo vietoje“, tai ieSkomoji tikimybé p>1 =1 —pg =

l—gF 45—+ (_Qr 1, kai n didelis, apytiksliai lygi 1 —e~! ~ 0, 63.

Praktikoje Sis uzdavinys jvairiausiose situacijose taikomas labai daznai.

Pagaliau apie Oilerio-Maskeronio konstanta v. Su ja tikimybiy teorijoje ir ma-
tematinéje statistikoje susiduriama kiekviena karta, kai kalbama apie ekstremaliyjy
reikSmiy skirstinius. Paprasciausias i$ jy yra vadinamasis standartinis Gumbelio (arba
log-Veibulo, dvigubasis eksponentinis) skirstinys F(x) = exp{—e~"}, kurio vidurkis
lygus butent ~.

Apie svarbiausiyjuy konstanty savybes

Pagrindinés zZinios apie svarbiausias konstantas — neatskiriama matematinés kulturos
dalis. Deja, dél vietos ar laiko stokos tikimybiy teorijos kursuose apeinami net visiskai
butini faktai. Sakysime, B. Gnedenkos vadovélyje [3] kalbant apie normaliojo désnio

normuotumo salyga
1 —2?/2
— | e dr =1
V21 /

pasakyta, kad tai analizéje zinomas Puasono integralas, ir viskas. O Stai daznas
skaitytojas tokio integralo né negirdéjo, ir buty visai pravartu bent iSnasoje pamatyti
Sios lygybés jrodyma. Dauguma ty jrodymuy sudétingi, o bene paprasciausias buty

toks:
, 2 5 2 2, 2
(/ez /2d:c> :/e’”” /Qd:c~/67y /Qdy://ei(x i )/Qd:cdy

21 poo
= / / e~ 2y dr dep = 727refr2/2|go =27,
o Jo

/e_ﬁ”z/2 dx = V2.

Beje, V. Feleris savo garsiajame vadovélyje [2] ne tik jrodo Sterlingo formule — jis
pateikia labai tiksly jos varianta, kurio nerasi né viename analizés kurse:

2mnn™e e/ (120t < nt < \2rnnne et/ (1210

Seniai jrodyta, kad konstantos e ir 7w transcendencios, bet jrodymas per daug
sudétingas. O stai jrodyti, kad e ir 7 iracionalios — Zymiai lengviau.
I skleidinio (1) aisku, kad
1 1 1 _1 1 1 1

11— — _— e — — < — ..
o @n—1)1 ¢ 12 (2n)!
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kiekvienam n. Tarkime priefingai, kad e racionalus, tada racionalusir e !, t.y. e=! =

£, 7,5 € N. Nelygybe (2) parasykime biitent Sitam s:
1 1 1 r 1 1 1 1

1— — [ K G ) [— —_— = .
T 2s 1) s T 25— 1) (29!

Padaugine ja i§ (2s)!, matome, kad sveikasis skai¢ius atsiduria tarp dvieju gretimuy
sveikyju:

T R B e

12! (2s —1)!
1 1 1
<(28)!(1_ﬁ+5 ———— m)-ﬁ-l.

Priestara.

Idomu, kad sitg jrodyma galima perrasyti ,,mokykliskai“ — nesinaudojant Teiloro
eilute (zr. [4]).

Irodyti, kad skaic¢ius 7 iracionalus — jau sunkiau. Paprasto ir aiskaus jrodymo pa-
ieskos tesiasi, ir vos ne kasmet paskelbiamas naujas jrodymo variantas. Tie jrodymai
dirbtiniai, sunkiai jsimenami, remiasi giliais matematiniais faktais. Siulome paprasta
ir aisky jrodyma (beje, ji irgi galima perrasyti mokiniams, zr. [4]).

Tarkime priesingai, kad 7 racionalus, 7 = % = 2 — m Tyda 2gm = m, taigi

2¢ T 2¢°
sinm = 0, cosm = 1. Elementaria nelygybe
3
r——<sinz<zx (x>=0)
dauginkime i$ x ir integruokime:
2 z? .
x —ggxsmacgac ,
2 aP - +sing < z3
— — — < —xcosT +sinr < —.
3 3.5 ]

Ty procediira — dauginti i$ « ir integruoti — kartojame n karty. Kadangi z* cosz ir

x¥ sin x integruojant duoda tik sveikuosius koeficientus, gauname nelygybe

x2n+1 1.2n+3 1.2n+1
2n+ 1)l (2n+3)! (#)sin + Qulw) cose < Gy

kur P, (x) ir @, (z) — daugianariai su sveikaisiais koeficientais. Istatykime j ja @ = m,
sinm = 0, cosm = 1, tada nelygybéje
m2n+1 m2n+3 - Q ( ) - m2n+1
_ < m e
Cn+ D! (2n+3)! " S (@2n+ 1D
galime paimti tokj didelj n, kad tiek desinéje, tiek ir kairéje puséje gausime kiek norint
maza teigiamajj skaiciy. Priestara, kadangi @, (m) — sveikasis skaicius.
Pagaliau pereikime prie paslaptingosios konstantos — Oilerio-Maskeronio . Ji api-
bréziama kaip riba

. 1 1
~v = lim (1+——|—---—|———ln(n+1))
n—00 2 n
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ir lygi v = 0,5772.... Nors jau apskaic¢iuoti milijardai jos desimtainiy zenkly, bet vis
dar nejrodyta, kad v — iracionalusis skaicius (ka jau bekalbéti apie transcendentuma).
Literaturoje ir internete yra keliasdesimt formuliy, apibrézianc¢iy v ar susijusiu su v,
ir labai netikéta, kad niekur neparasyta pati paprasciausia:

I 1+1+1+ +1 1 1 1
= lim — — - - - ... I
7= 0 2 3 n n+l n+2 n2

Is tikruju,
1 1 1 1 1
an=14+—-+-4+—-— + +...+=
n n+1l n+4+2 n
1 2 1 1
=2(1+ -+ —Inn)+—-——(14+=-+---+
n—1 n 2 n—1

SRR — Inn? !
Sl R T B P
n n+l1 n? —1 n2’

N |
+

todél lim, o0 ap, = 27+ 0 — v — 0 = 7. Kadangi

2 1 n 1 n +1
Gp — Q] = — — e
" T n2—2n+2 n2-2n+3 n?2)’

tai, v galima apibrézti ir eilute:
oo o0
2 1 1
7+§<)Z<5m **** =)
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SUMMARY
On the main constants in the probability theory
J.J. Macys

We consider the place of the main mathematical constants in the probability theory. The present
situation of their elementary theory is discussed.
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