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Santrauka. Nagrin¢jamas straipsnyje osciliuojantis integralas atsiranda taikant vidurkinimo metoda silp-
nai netiesinéms diferencialinéms sistemoms. Gautas tolygiai tinkamas parametry atZvilgiu integralo jvertis
leidZia pagristi vidurkinimo metoda kai kuriems netiesiniy banguy saveikos modeliams.

Raktiniai ZodZiai: asimptotiniai metodai, vidurkinimas, netiesinés bangos.

1. UZdavinio formulavimas

Nagrinésime osciliuojanti integrala

T i s
sz,‘ (T) :/ gi (S)eéfo llcxl(r)+~'+l,,(x,,(r)dr dS, (1)
0

Gatel0,tyl, [ =y, Ly ....1,) € 2", g (z) € CPI0, 5], & (7) € C"[0, 7.

Nagrin¢jamo (1) integralo asimptotinis jvertis, kai ¢ — 0 reikalingas sprendZiant
silpnai netiesiniu hiperboliniy sistemu su létai kintanciomis charakteristikomis asimp-
totinio integravimo uzdavinius [2,6]. Kai nagrinéjami periodiniai uZdaviniai, nuo $io
integralo iverCio priklauso asimptotinio sprendinio, gaunamo i§ suvidurkinty lygc¢iu
sistemos, paklaida. (1) pavidalo integralai taip pat atsiranda taikant asimptotinio inte-
gravimo metodus netiesinéms paprastosioms diferencialinéms lygtims [7]

Pazymékime ¢(s) tiesinj darinj (1) integrale. Integraly /¢ = fo g(s)e “ ds asimp-
totiniai iverciai iSplaukia i§ Zinomo stacionariosios fazés principo [1]. Pavyzdziui,

I ~ S%g(O)F(i)cos 2”—“, kai ¢(s) = s*, o > 0. Taigi esant fiksuotam parametrui
I, uzdavinys yra gerai istirtas. Paiymékime = /" = 112 lo IlH l;, Fi(r) =

5 Z"Ellow(r)dr, T =¢t, HIH fitt) = F (r) = Z'}=ll?aj(r). Tada (1) in-
tegrala perrasome taip: fo g7 (s)efF( ) ds. Sio integralo asimptotinés savybes, kai

& — 0 priklauso nuo funkcuos fi= FT nuliy 7;. Jei intervale [0, 7,] yra tik baigti-
nis skaiius ne didesnio kaip n kartotinumo Saknu 7;, tai IZ»E (t) = O(¥/e), tatiau §is
ivertis nebiitinai bus tolygiai tinkamas pagal 7, t. y. bendruoju atveju: |IT£ ™)< C;(’/E .

Darbuose [3-5] i§samiai iStirtas atvejis n = 2. Sio darbo tikslas — gauti pakankamas
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salygas tolygiai tinkamam visiems [=( 1l 1) € 2"\ Ly integralo ITE (t) asim-
potiniam iverciui, kai n bet kuris natiiralusis skaiCius. Cia Loy= {7: fim)y=0}c 2.
2. Asimptotinis ivertis

PaZymékime Vronskio determinanto matrica

a, (1) a, (7) ey, (1)
/ / /
wo=| 0 el e @
o Vo) o V@ V()
Tarkime, kad galioja Sie teiginiai (Vz € [0, 7,]):
|[det W(z)| = wy > 0; 3)
(r) 0 . _ _
‘aj (r)‘gﬂ,1_1,2,...,n,r_o,1,...,n. (4)
IS (3) iSplaukia, kad egzistuoja atvirkstiné matrica W)= f|w, ; (D) lnxn ir
|det W=l (7)| > wio > 0. Jei || W' || - bet kuri matricos norma, tai
(Vr € [O, 1:0]) HWfl (1:)” =y >0, 5

nes Kitaip egzistuoty toks taskas 7 € [0, 7], kai det w-l(#)=0.

1 TEOREMA. Tarkime, kad t, — teigiama konstanta (visos konstantos nepriklau-
S0 nuo mazojo parametro ¢€), gi(r) € C[0, 7], aj(r) € C"[0, 7], galioja (3)—(5)

salygos ir (V1 € [0, 7], vl e zZ") |g7(r)| < &y |%| <oy j=12,...,n,
r=0,1,...,n Tada egzistuoja tokios teigiamos konstantos c, ir &, kad (Ve €
(O’ 80], VT € [Oy TO]’ Vl ¢ CO)

I @] < . (©)

3. Pagalbiniai teiginiai
Tarkime, kad f(x)eC"[a, b]. Zymésime ||f(j)||:maxxe[a’b]|f(j)(x)|, j=0,1,...,n.

1 LEMA. Tarkime, kad (Vx € [a, b])

D 1fO Gl = max{lf o)l Lf Gl [P )} Z @ > 0,

DI PEII<B j=0,1,....n.

Tada funkcija f turi intervale x € [a, b] ne daugiau kaip n(w + 1) nuliy.
Irodymas. Tarkime, kad a < x? < xg <K x,? <bir f (x?) = 0. Tada egzistuoja

bent n — 1 taSkas x}: x? < xl1 < xg < le <0< x,Ll < x,?, f’(x}) = 0. Bendruoju
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atveju egzistuoja bent n — k taskuy x?: F® (xj?) =0,k=0,1,...,n— 1. Todel f@—1
turi bent viena Sakni x? < xikl < x,?: f("’l)(xikl) = 0. Pazymékime A = x,? — x?.
Tarkime, kad 0 < r < n lemos 1 salygos indeksas, kai x, = x?il. Tada egzistuoja
taskas x{ < x] < x0: fOGD =0 ir o < |fOGTHI S IFOHDETH] ! -
Xol < B - A. I8 lemos 2 salygos gauname, kad funkcija f gali turéti n Sakny x} tik

esant salygai A > . Kadangi intervale [a, b] bus ne daugiau kaip b 4 ilgio A
B A

intervaly ir kiekviename i$ ju — ne daugiau, kaip n funkcijos f Saknuy, gauname lemos
irodyma.

2 LEMA. Tarkime, kad

1) Vx € [x, x,] |f(’)(x)| >a>0,r>1;

) Vx € (x,x) fP@x)#£0, j=0,1,....r —1;

3) (Vx € lxp, D [ f(O)] < e

"
Tada x, — x| </ o

[rodymas. Taikydami Teiloro formule, gauname, kad (Vx, x, € [x, x,])
f(”l)(x) - f(”D(xO) = f(’)(i) (x — xg). I$ lemos 1 ir 2 salygu gauname, kad
Nl D) za-|x— X,l. Kadangi Cia x ir x, bet kurie intervalo [x, x,] taSkai, gau-
name, kad |f(r’j)(x)| >a-|x —x0|j, J=12,...,r.Imame j =r, x = x,, x; =X,
ir taikome lemos 3 salyga: u 2> a(x, — x;)".

3 LEMA. Tarkime, kad Vx € [x, x,]

DO Za>0r>1;

2) 1 f )] < p

Tada x, —x; <2' \r/g

[rodymas. ") (x) intervale [x;,x,] yra arba teigiama arba neigiama. Todel

FO=D(x) gali turéti ne daugiau kaip viena nulj: X, < xé < x,. Funkcija f =2 (x)
gali tureti ne daugiau kaip du nulius: x; < x12 < xé ir xé < x% < x,. Taigi intervalas
[x,,x,] suskaidomas | ne daugiau kaip 2" intervaly (xé, xlk ), kuriuose funkcija f ir

visos jos iSvestinés nekeicia zenklo. Taikydami 2 lema gauname kiekvieno is $iy inter-

valy ilgio jvertj ir ju visu suma nevirsija 2" \’/g .

Tarkime, kad ¢ > 0. Nagrinésime visus rezonansinius intervalus x € (x{ , xg), j=
. NI j i J
1,2,...,J(n), kai | f (x)| < p. Pazymékime v (1) :xé —x{, vp) = Zji“l) V().

4 LEMA. Tarkime, kad galioja 1 lemos salygos. Tada

v(p) <2 n (—2(b —a)p + 1) "7,1/ Z—M (7
o o

Irodymas. Kiekvienam rezonansiniam intervalui (x{ ,xé) priklauso arba funkci-

jos f(x) nulis, arba lokalusis ekstremumas. Tarkime, kad |f r )(x{ )| = «. Tada
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|f&) (xg )| = 5, jei tik (xg - x{ ) < % Taigi galime suskaidyti intervala (a, b) i ne
daugiau kaip (M + 1) intervalu, kuriuose galioja nelygybe | f ) (x)| > 5. Tada
taikydami 1 lema (kai o pakeista i 5 gauname, kad funkcija f turi ne daugiau kaip
n(w 4+ 1) nuliy ir (kartojame 1 lemos irodyma) (n—1) - (W—l— 1) lokaliyju

ekstremumuy. Kiekvienam rezonansiniam intervalui (xf , xé) galioja 3 lemos salygos.

J ()
j=1

Jo=2n- (z(b;—a)ﬁ + 1) intervaly, kuriy kiekvieno ilgis pagal 3 lema nevir$ija 2" - %“
4. Teoremos irodymas

Taigi matome, kad rezonansy aibe | J (x{ , xé ) galima suskaidyti i ne daugiau kaip

Tarkime, kad p© mazas teigiamas parametras. Suskaidykime integravimo intervala
[0, 7,] i dvieju tipu intervalus (7", 1:,2"“): rezonansinius, kai intervale | ff' = |Fl~’| <
W ir nerezonansinius, prieSingu atveju. Esant pastarajam, matome, kad funkcija FT

nekeicia Zenklo ir todél

m+1 .[m+l

n LR, g (™ 8 LR, €
/ g; ()1 ds| = 7/ —L gtV < =
" L Jgm fl*(s) 124

™

.. . e ZEIOgO
Talgl V1Sy ne€renzonasiniy 1ntegralq suma nevirsija w-

Dabar nagrinésime rezonansinius intervalus. Pazymékime vektoriy ff =( ff’ flJ ,

L FTY). Tada (Vo € [0, 7)) 1= P = IW=' () - £ < IWI @I - 1 ).

- 1
. 1 L C e
Todel (V7 € [0, 7)) ||fl~(1:)|| > TWTon > Vo' Pasirinkime

||]77(1:)|| =max;—q,1,.. n—1 | £ ()|. Esant oo = Vlo ir B = np,,, funkcijai ]‘7(1:) galioja

1-4 lemy teiginiai. Sudéje nerezonansiniy ir rezonansiniy integraly ivercius 4 lemoje,
gauname

28148,
7

+8ov(1). ()

IHOIS
n—1
Pasirinke i = ¢ 7, gausime (6) iverti. Konstanta ¢, gauname i8 (8) ir (7) iverciu.
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SUMMARY

A. Krylovas. Asymptotical estimation of oscillatory integral

The oscillatory integral is important for averaging of weakly nonlinear differential systems. Uniformly
valid for parameters estimation of the integral can be use for substantiation of averaging method for wave
interaction modelling.

Keywords: asymptotic methods, averaging, nonlinear waves.



