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Santrauka. Pateiktos kelios pastabos apie matematinés analizés déstyma techni$kajame universitete ir
keletas pavyzdiniy uzduociy.
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1. Ivadas

Technikos universiteto matematikos programos remiasi matematine analize ir tiesine
algebra. Matematinés analizés reikSmé didZiulé, ji yra tarsi vartai, pro kuriuos einama i
techniskasias (ir ne tik) profesijas. Tenka pripaZinti, kad daznai Sios disciplinos moky-
mas per daug koncentruojamas i mechanines skai¢iavimo procediras, nepakankamai
démesio skiriant savoky turiniui. Mokymas paremtas imitavimu: déstytojo aiSkinimas
+ iliustruojantys pavyzdziai + imituojantys pratimai. Tai duoda greita pavirSutiniSka
progresa, bet neugdo kirybingumo. Siame straipsnelyje pateikti kelios pavyzdinés uz-
duotys, kokiy autoriaus nuomone yra per mazai tiek vadovéliuose, uzdavinynuose, tiek
ir studentams iSdéstomoje medZiagoje.

2. Matematinés analizés déstymas

Matematinés analizés mokyma reikéty orientuoti i savokas, o ne i skaiCiavimus.
Nepateisinama, kai Sios disciplinos mokymas koncentruojamas i mechanines popie-
riaus ir tuSinuko problemas. Svarbiau yra suprasti funkcijas, ju grafikus, iSvestines ir
integralus, negu igyti gery diferenciavimo ir integravimo igiidZiy. Aisku, reikia mokéti
ir diferencijuoti, ir integruoti, taciau svarbiau yra suprasti, kaip iSvestiné ar integralas
nusako funkcijos elgesi. Stai pora pavyzdZiu.

1 pavyzdys. 1 pav. parodytas vertikaliai aukStyn startavusio raketos modelio greicio
grafikas. Reikia nustatyti:

1) kada baigési kuras;

2) kada iSsiskleidé paraSiutas;

3) kada raketa pasieké maksimaly auksti;

4) kada nusileido;

5) koki pasieké maksimaly auksti;

6) koks yra kalvos, ant kurios nusileido raketa, aukstis.
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1 pav. Vertikaliai aukStyn startavusio raketos modelio greicio grafikas.

2 pavyzdys. Tarkime, kad tam tikro duju kiekio tiris ir slégis yra susieti lygtimi
a
(p+ W)(V —b)=c,
¢ia p yradujy slegis, V — tiris, o a, b, ¢ yra empirinés konstantos, kurias reikia nusta-
tyti. Tuo tikslu atlieckamas bandymas — didinant tiiri matuojamas slégis ir braizomas

Siy dydziy priklausomybés grafikas. Gauto grafiko dalis pavaizduota 2 pav. Remiantis
Siuo grafiku, reikia nustatyti konstantas a, b, c.

30+
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2 pav. Tirio ir slégio priklausomybés grafikas.

I8 grafiko matome, kad, kai V = 64, funkcijos p = p(V) reikSme yra p =35, o
jos pirmoji ir antroji iSvestinés lygios (artimos) nuliui. Istate Sias p ir V reikSmes i
funkcijos ir iSvestiniy iSraiskas, gauname tris lygtis su neZinomaisiais a, b, c.

Informatika vercia perziiréti matematikos programas, nes jos problemoms labiau
reikia diskreciosios, o ne tolydziosios matematikos. Todél reikia rasti protinga pu-
siausvyra tarp diskreCiosios ir tolydZiosios matematikos. Informatikams, socialiniu,
vadybos moksly studentams daugiau reikia diskreciosios matematikos. Tradicinés
tolydziosios matematikos labiau reikia fiziniy ir technikos moksly studentams. Bty
idealu, jei diskreCioji matematika ir matematiné analizé blity apjungti viename integ-
ruotame kurse. Siandien studentui patrauklios atrodo tik tos temos, kurios susijusios
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su kompiuteriais, informatika. Tai reikia turéti omeny, parenkant temas ir jas iSdéstant.
Svarbu nuolat parodyti problemos sarysi su diskrec¢iuoju modeliu. PavyzdZiui, uzuot
apsiribojus integralo | 12 % reikSmés In2 gavimu, idomiau biity rasti ta In2 reikSme,
kuri artutinai lygi funkcijos

f(x)zl, x e[l,2]
X

integralinei sumai:
n .
1 i\—1
2~y = (142)
—n n

Didindami n, galime rasti In2 reikSme kokiu norime tikslumu.

Bene kiekvienas studentas zino, kad jeigu kiino greitis yra laiko # funkcija v = v(¢),
tai per laika nuo ¢t = a iki r+ = b kiino nueitas kelias lygus Sios funkcijos integralui
atkarpoje [a, b]. Taciau realiai nedaznai pasitaiko, kad greicio funkcija yra Zinoma.
Deja, toli grazu ne kiekvienas studentas sugalvoja, kaip apskaiciuoti pavyzdziui laivo
nuplaukta atstuma, remiantis grei¢io matavimo prietaiso nubréztu grafiku. O tai jau
diskretusis uzdavinys.

3 pavyzdys. Tarkime, kad startavusio sportinio automobilio ar raketos greitis
matuojamas kas sekunde. Kaip apskaiCiuoti per pirmasias 10 sekundziy iveikta ats-
tuma?

Dauguma studenty zZino, kad norint rasti funkcijos kitimo greiti, reikia rasti tos
funkcijos iSvesting. TaCiau daZnai tenka remtis ne uZraSyta funkcijos formule, o
duomenimis, kurie yra eksperimenty ar stebé¢jimu rezultatai. Pavyzdziui, gyventoju
skaiCius nustatomas tam tikrais laiko intervalais. Tokiu atveju kitimo greiti (pvz.
gyventoju skaiciaus) reikia jvertinti i$ tu steb¢jimuy rezultaty.

Pateiksime kelis pavyzdzius.

3. Pavyzdziai

1 pavyzdys. Miestelio gyventoju suraSymas buvo vykdomas kas deSimt metu,
pradedant 1900 metais. Gauti duomenys suraSyti lenteléje. Reikia ivertinti, kokiu
greiiu gyventojy skaicius P (tiikstanciais) didéjo 1980 metais.

Metai 1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000

Gyv. sk. (tokst.) 10 11 12 13 15 18 22 27 34 43 60

Sprendimas. Ortogonaliosios koordinaciy sistemos horizontalioje asyje atidékime
laika (metais). ReikSmé ¢ = O atitinka 1900 metus. Vertikalioje aSyje atidésime gyven-
toju skaiCiu P (tikstanciais). IS lentelés pateikty duomenu gauname 11 tasku, ku-
riuos sujungiame glodzia kreive. Si kreivé yra artima neZinomos funkcijos P = f(¢)
grafikui. Gyventoju skaiCiaus didéjimas 1980 metais yra lygus Sios funkcijos grafiko
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3 pav. Gyventoju skaiciaus kitimas.

liestinés, nubréztos taske (80; 34), krypties koeficientui. IS 3 pav. rade geometriskai
liestinés su x asimi sudaromo kampo tangenta, gauname artuting gyventoju skaiciaus
kitimo reikSme (tiikst. per metus):

dpP 48

_— —l— =

d 60
Vadinasi, 1981 metais gyventoju skaiCius turéjo biti apie 34800.

2 pavyzdys. Apskaiciuoti riba

2. w2
lim — (sm—) .
n—>o00 n 4 : n

1=

Sprendimas. Lengvai iZilrime, kad % Y (sin ’%)2 yra funkcijos f(x) = sin® wx
Rymano integraliné suma atkarpoje [0, 1]. Vadinasi,

n

2 i\ 2 1
lim — (sinﬂ> :2/ sin® rx dx.
0

n—o0o g 4 n
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3 pavyzdys. Po raketos starto kas sekunde buvo nustatomas jos greitis. Pasirode,
kad po pirmos sekundés greitis buvo 2 m/s, po dvieju sekundziy — 8 m/s, o po triju
sekundziy — 20 m/s. Pasinaudoj¢ trapeciju formule, apskaiciuokite, koki atstuma
nuskriejo raketa per pirmasias tris sekundes.

4 pavyzdys. Vidurnakti oro temperatiira buvo 14°C, po valandos 11°C, antra va-
landa nakties 7°C, o treCia valanda nukrito iki nulio. Pasinaudoj¢ artutine formule
(trapeciju, paraboliu), apskaiCiuokite viduting oro temperatiira tarp vidurnakcio ir
treCios valandos.

5 pavyzdys. 4 pav. pateiktas vieno ménesio temperatiiros grafikas. Remiantis Siuo
grafiku, apskaiciuoti ménesio viduting temperatiira.



68 R. Banys

7(°C)
20+

104

10 20 30 t (dienos)

4 pav. Vieno ménesio temperatiiros grafikas.

Norint rasti viduting temperatiira, reikia integruoti funkcija, kurios grafikas pavaiz-
duotas. Taciau kadangi funkcijos analizinés iSraiSkos nezinome, uzdavini diskretizuo-
jame. Suskaide atkarpa [0, 30] i smulkias dalis, kiekvienoje ju iSmatuojame kuria nors
temperatiiros reikSme (kuria pakankamai trumpame intervale galima laikyti pastovia).
Sudéje gauty temperatiiros reikSmiy ir atitinkamu intervaliuky ilgiu sandaugas, gau-
name artuting integralo reikSme.

6 pavyzdys. ApskaiCiuoti 5 pav. pavaizduotos figiiros plota.

5 pav. Apskaiciuoti figiiros plota.

Cia vel naudojame bendra integralo taikymo schema. Suskaide visa figlira siau-
romis vertikaliomis juostelémis, kiekvienos juostelés plota galime artutinai apskai-
Ciuoti. Sudéje visy juosteliuy plotus, gauname figiiros ploto artini. Siaurindami juoste-
les, gauname vis tikslesni ploto iverti.

Pateikti pavyzdziai, nors ir labai paprasti, daugeliui studenty pasirodo per sunkis. O
priezastis turbiit ta, kad studentai reciau susiduria su uzZduotimis, kurios yra artimesneés
realiam gyvenimui, o daZniau su tokiom, kai reikia diferencijuoti arba integruoti duota
funkcija.

SUMMARY

R. Banys. A course of calculus at technical university

A few remarks concerningteaching calculus at technical university are stated. Some examples are provided.
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